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NOTATION

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la
suite.

Lp(Ω) =
{
u : Ω→ R mesurable : |u|p ∈ L1(Ω)

}
avec 1 ≤ p <∞.

‖u‖Lp =
( ∫

Ω |u(x)|pdx
) 1
p .

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable et ∃C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
‖u‖L∞ = inf{C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω.
H Espace de Hilbert.
X

′ Dual topologique de X.
K

1
2 : opérateur racine carré de l’opérateur K.

D(A) : Domaine de définition d’un opérateur borné A.
N(A) : Noyau de A qui est noté aussi par kerA.
R(A) : Image de A qui est noté aussi par ImA.
V P (A) : Ensemble des valeurs propres de l’opérateur A.
L(X, Y ) : Ensemble des applications linéaires continues.
ρ(A) = {λ ∈ R; (A− λI) est bijectif de X sur X} et on l’appelle ensemble résolvant de

l’opérateur A ∈ L(X).
σ(A) = R \ ρ(A) et on l’appelle le spectre de A.
↪→ Injection.
p.p Presque partout.
(P.S) Condition de Palais-Smale.
∂vF Dérivée directionnelle de F dans la direction v.
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NOTATION

dF Dérivée au sens de Fréchet qui est noté aussi par F ′.
dGF Dérivée au sens de Gâteaux.
Nf Opérateur de Nemytskii.
BVP Problème aux limites de second ordre.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les problèmes aux limites associés aux équations différentielles ordinaires jouent un rôle
important dans la théorie de la physique mathématique. Le but de ce travail est d’étudier
l’existence, l’unicité et la multiplicité des solutions pour un problème aux limites associé
aux équations différentielles ordinaires du second ordres et ceci en utilisant plusieurs tech-
niques qui sont basées sur les méthodes variationnelles, telles que le lemme du col, ainsi que
la théorie des opérateurs fortement monotones.
Depuis la naissance du calcul des variations, on s’est rendu compte que lorsqu’elles s’ap-
pliquent, les méthodes variationnelles peuvent obtenir des résultats qui peuvent parfois être
plus efficaces que beaucoup d’autres méthodes. En outre, elles s’appliquent à un très grand
nombre de situations. Il a été démontré, il y a plusieurs décennies, que les solutions de
beaucoup de problèmes sont en fait des points critiques de certaines fonctionnelles.
Dans ce mémoire, on présente quelques-uns des travaux dans l’article [3] qui utilisent la
théorie de point critique pour étudier des problèmes aux limites. Beaucoup de nouveaux
résultats ont été obtenus récemment par des chercheurs, en utilisant cette approche et dans
certains cas, des résultats semblables n’ont pas été obtenus par d’autres méthodes.
Dans les applications, on établit que la solution proposée d’un problème aux limites est un
point critique d’une certaine fonctionnelle J sur un espace approprié, c’est-à-dire un point
u dans l’espace où J ′(u) = 0. Trouver les points où les dérivées s’annulent se ramène à la
résolution du problème.
Certains auteurs ont étudié les équations différentielles du second ordre en utilisant des mé-
thodes variationnelles, et ils ont obtenu beaucoup de résultats. Dans [5] et [6], la technique
que les auteurs ont employée est de transformer le problème aux limites en une équation
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

intégrale avec un noyau défini positif (toutes les valeurs propres sont positives). Le mémoire
est organisé comme suit :
Dans le premier chapitre, nous avons donné quelques outils de base qui sont utilisés par la
suite. Nous avons divisé le travail en trois sections. Dans la première section, nous avons
abordé quelques caractéristiques d’opérateurs comme la continuité, la différentiabilité, les
opérateurs de Nemytskii, les opérateurs fortement monotones ainsi que les propriétés de
semi-continuité de fonctionnelles. Nous avons donné aussi un rappel sur le théorème de
compacité dans l’espace C([0, 1];R) ( théorème d’Ascoli-Arzelà).
Dans la deuxième section, nous avons présenté la théorie spectrale d’un opérateur compact.
Et nous avons présenté dans la troisième section la théorie de point critique ainsi que la
théorie de minimisation.
Dans le chapitre deux, nous avons présenté le travaille [3], où des résultats d’existence de
solutions pour le problème aux limites de second ordre suivant :{

−u′′(x) = f(x, u(x)), x ∈ [0, 1],
u(0) = u′(1) = 0, (1)

sont obtenus.
Le principe des opérateurs fortement monotones employés pour discuter ce problème.
Le premier résultat dit que si pour chaque x ∈ [0, 1], f(x, u) est une fonction décroissante
en u, c’est-à-dire f(x, u1) ≥ f(x, u2) pour tous les u1 et u2 en R avec u1 ≤ u2, alors le
problème (1) a une solution unique dans C2[0, 1].
Pour la démonstration, on a utilisé le principe des opérateurs fortement monotones.
Le second résultat dit que, s’il existe une constante a ∈ [0, π2/4), telle que

[f(x, u)− f(x, v)][u− v] ≤ a|u− v|2, pour tout x ∈ [0, 1], et u, v ∈ R,

alors le problème (1) admet une solution unique dans C2[0, 1].
Ici, le même principe des opérateurs fortement monotones est employé.
Dans le chapitre trois, nous avons discutés l’existence et la multiplicité de solution pour le
problème précédente (1), dans ce cas, nous avons trouvé que
Le premier résultat dit que si∫ u

0
f(x, v)dv ≤ a

2u
2 + b(x)|u|2−γ + c(x), x ∈ [0, 1], u ∈ R,

où a ∈ [0, π2/4), γ ∈ (0, 2), b ∈ L
2
γ [0, 1] et c ∈ L1[0, 1]), alors le problème aux limites (1)

admet au moins une solution dans C2[0, 1].
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

La démonstration de ce résultat est basée sur le principe de minimisation.
Le deuxième résultat dit que sous les conditions suivantes sur la fonction f :

(H1) il existe µ ∈ (0, 1
2) et M > 0, tel que

∫ u
0 f(x, v)dv ≤ µuf(x, u) pour tout x ∈ [0, 1] et

|u| ≥M,

(H2) lim sup
u→0

f(x, u)
u

<
1
λ1

et lim inf
u→+∞

f(x, u)
u

>
1
λ1

uniformément par apport à
x ∈ [0, 1],

alors le problème (1) a au moins une solution non nulle dans C2[0, 1].
Pour la démonstration, on a utilisé le théorème du Col qui a été établi par Ambrosetti-
Rabinowitz en 1973 dans [8] où on a vérifié la condition de Palais-Smale (P.S) ainsi que les
conditions géométriques pour une fonctionnelle appropriée.
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CHAPITRE I
PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, on donne quelques notions élémentaires qui sont nécessaire par la
suite.

I.1 Quelques outils de base

I.1.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

Soit X et Y deux espaces de Banach normés.

Définition I.1. (Opérateur linéaire borné) Soit A un opérateur linéaire, tel que
D(A) = X et R(A) ⊂ Y . On dit que A est borné, s’il est borné sur la boule unité B̄(0, 1).
C’est-à-dire, si l’ensemble {‖Ax‖, ‖x‖ ≤ 1} est borné.

Conformément à cette définition, si A est borné, il existe une constante c > 0, telle que
pour tout x avec ‖x‖ ≤ 1, on a l’inégalité

‖Ax‖ ≤ c.

Théorème I.1. [11] Soit A un opérateur linéaire, A est borné, si est seulement si, il existe
une constante c > 0, telle que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖, pour tout x ∈ X.

Définition I.2. (Espace dual)[10] L’ensemble des fonctionnelles linéaires continues
définies sur un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On l’appelle dual de

4



CHAPITRE I. PRÉLIMINAIRES I.1. QUELQUES OUTILS DE BASE

l’espace X et on note X ′. On munit X ′ de la norme

‖f‖X′ = sup
x∈X,‖x‖≤1

| 〈f, x〉 |, ∀f ∈ X ′
.

X
′ muni de cette norme est un espace de Banach et on a l’inégalité

|〈f, x〉| ≤ ‖f‖X′‖x‖X , ∀f ∈ X ′
, ∀x ∈ X.

Définition I.3. (Convergence faible) On dit qu’une suite (xn) ∈ X converge faiblement
vert x, si

∀f ∈ X ′
, 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉,

et on écrit xn ⇀ x.

Proposition I.1. [4] Soit (xn) une suite de X. On a

1. Si xn −→ x, alors xn ⇀ x.

2. Si xn ⇀ x, alors (xn) est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖, c’est-à-dire la fonctionnelle
x 7→ ‖x‖ est semi-continue inférieurement.

Proposition I.2. [4] Lorsque X est de dimension fini, une suite (xn) converge faiblement,
si et seulement si, elle converge fortement.

Définition I.4. Soit X un espace de Banach et soit i l’injection canonique de X dans X ′′.
on dit que X est réflexif, si i(X) = X

′′
.

Où X ′′ est le bidual de X.

Théorème I.2. [4] Un espace de Banach X est réflexif, si et seulement si, sa boule fermée
est faiblement compacte.

Corollaire I.1. [4] Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée
(xn) ⊂ X avec ‖xn‖ ≤M contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément
x ∈ X vérifiant ‖x‖ ≤M.

I.1.2 Continuité des opérateurs

On va considérer des opérateurs T deX dans Y et on va donner une définition concernant
les propriétés de la continuité de T .
La notion plus simple est la suivante
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CHAPITRE I. PRÉLIMINAIRES I.1. QUELQUES OUTILS DE BASE

Définition I.5. L’opérateur T : X → Y est dit continu en x, si pour toute suite (xn) ⊂ X

qui converge vers x, T (xn) converge vers T (x).
T est dit continu sur Ω ⊂ X si T est continu en tout point x ∈ Ω.

Définition I.6. Un opérateur T : X → Y est dit compact si, pour toute suite (xn) bornée
dans X, la suite (T (xn)) admet une sous suite convergente.

Définition I.7. Soit (X, ‖.‖1) et (Y, ‖.‖2) deux espaces de Banach. Un opérateur T : X →
Y est dit complètement continu, s’il est continu et l’image de tout ensemble borné de X est
relativement compact dans Y .

I.1.3 Semi-continuité

Définition I.8. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X → R est semi-continue inférieu-
rement (s.c.i) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on
a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. Une fonctionnelle f : X → R est dite faiblement semi-continue inférieurement
(f.s.c.i.) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

3. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point x0, si pour toute
suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn → x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

4. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement au point x0, si pour toute
suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

Exemple I.1. Soit la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert H comme suit

J : u→ ‖u‖2,

alors, J est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.). En effet, soit (un), telle que
un ⇀ u, on montre que

‖u‖2 ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖2.
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CHAPITRE I. PRÉLIMINAIRES I.1. QUELQUES OUTILS DE BASE

On a

‖un − u‖2 = (un − u, un − u)

= ‖un‖2 − 2(un, u) + ‖u‖2 ≥ 0,

et comme H′ = H et un ⇀ u, donc

∀u ∈ H : (un, u)→ (u, u) = ‖u‖2.

Alors
‖un‖2 ≥ ‖u‖2, ∀n ∈ N,

il résulte que
‖u‖2 ≤ lim inf

n→+∞
‖un‖2.

Remarque I.1. 1. Il est facile de voir que si f est continue en x0, alors f est (s.c.s.)
et (s.c.i) et inversement.

2. Si f est faiblement continue en x0, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.

I.1.4 Opérateurs différentiables

Définitions et propriétés fondamentaux
La dérivée au sens de Fréchet

Soient X et Y deux espaces de Banach, U un ouvert de X.

Définition I.9. Soit u ∈ U et F : U → Y. On dit que F est différentiable au point u, s’il
existe une application linéaire continue A ∈ L(X, Y ), telle que si on considère

R(h) = F (u+ h)− F (u)− A.h, pour h ∈ X, petit.

Alors
R(h)
‖h‖

→ 0, lorsque ‖h‖ → 0,

c’est-à-dire

∀ε > 0, ∃δ > 0, tel que si ‖h‖X ≤ δ, alors ‖R(h)‖Y ≤ ε‖h‖X .

Si une telle application A ∈ L(X, Y ) existe, elle est forcément unique. On note par

A = dF (u) = F
′(u).
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CHAPITRE I. PRÉLIMINAIRES I.1. QUELQUES OUTILS DE BASE

Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F en u, ou encore application linéaire
tangente à F en u. En l’absence de précision supplémentaire différentiable signifiera dans
la suite différentiable au sens de Fréchet.

Exemples I.1. 1. Si F (u) = c. Alors F Fréchet différentiable et dF (u) = 0, ∀u ∈ X.

2. Si A ∈ L(X, Y ) A(u+ h)− A(u) = A.h et donc dA(u) = A, ∀u ∈ X.

3. Si X = H est un espace de Hilbert et F (u) = ‖u‖2 = 〈u, u〉, alors

dF (u)h = 2〈u, h〉.

Proposition I.3. [8]

i) Soit F et G deux applications de U vers Y . Si F et G sont différentiables en u ∈ U.
Alors ∀λ, µ réels, λF + µG est différentiable en u, et

d(λF + µG)(u) = λdF (u) + µdG(u),

ii) Soit X, Y, Z trois espaces de Banach, U un ouvert de X, V un ouvert de Y. Soit
F : U → Y et G : V → Z, tels que F (U) ⊂ V. Si F est différentiable en u et G est
différentiable en v = F (u), alors G ◦ F est différentiable en u et

d(G ◦ F )(u) = dG(v) ◦ dF (u), v = F (u),

c’est-à-dire
d(G ◦ F )(u)h = dG(v)[dF (u)h].

La différentielle de G◦F est donc la composition des applications linéaires continues
dF (u) et dG(v), pour v = F (u).

Différentiabilité au sens de Gâteaux
Commençons par définir la notion de dérivée directionnelle.

Définition I.10. Soit F : U → Y, u ∈ U. Soit v ∈ X, v 6= 0. On appelle dérivée
directionnelle en u de F dans la direction v, notée ∂vF (u), la limite lorsqu’elle existe.

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)
t

.

La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée partielle.
Si F est Fréchet différentiable, alors pour tout v ∈ X, la dérivée directionnelle dans la
direction v est donnée par

∂vF (u) = dF (u)v.

8



CHAPITRE I. PRÉLIMINAIRES I.1. QUELQUES OUTILS DE BASE

En effet,
F (u+ tv) = F (u) + dF (u)(tv) +R(tv).

Donc
F (u+ tv)− F (u)

t
= dF (u)(v) + R(tv)

t
,

R(tv)
t
→ 0, lorsque t→ 0.

Définition I.11. On dit que F : U → Y est Gâteaux différentiable en u (G-différentiable
en u), s’il existe une application linéaire continue A de X vers Y , c’est-à-dire A ∈ L(X, Y ),
telle que pour tout v ∈ X, la dérivée directionnelle de F en u dans la direction v existe et
est égale à A(v), c’est-à-dire

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)
t

= A(u), t→ 0, ∀u ∈ X.

On vérifie, alors que, si une telle application A existe, elle est unique. On note

A = dGF (u).

Proposition I.4. [8] Si F est Fréchet différentiable en u, elle est Gâteaux différentiable
en u et

∂GF (u) = dF (u).

La réciproque est fausse en général, même en dimension finie.

On a un contre exemple.

Exemple I.2. Soit F : R2 → R

F (x, y) =
{

[ x2y
x4+y2 ]2, si y 6= 0,

0, si y = 0.

La G-différentiabilité n’implique pas la continuité de F (alors que bien entendu la différen-
tiabilité au sens de Fréchet l’implique).
D’autre part, si on sait que F est C1 au sens de Gâteaux, alors F est Fréchet différentiable
sur U et les deux notions coïncident et on a

Théorème I.3. [8] Soit F : U → Y une application G-différentiable (U ouvert de X). On
suppose que l’application v 7→ dGF (u) est continue sur U . Alors, F est Fréchet différentiable
sur U et

dF (v) = dGF (v), ∀v ∈ U.

9



CHAPITRE I. PRÉLIMINAIRES I.1. QUELQUES OUTILS DE BASE

Remarque I.2. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de
Gâteaux. Si on veut prouver que F est C1, il suffit donc de prouver qu’elle est Gâteaux
différentiable, puis de vérifier que la différentiable dGF est continue.

Proposition I.5. [2] Soit X est un espace de Banach réel réflexif et soit J : X → R une
fonctionnelle. Si J ′ existe (Gâteau-différentiable) et J ′ est fortement continue ou compacte,
alors J est faiblement continue.

Opérateur de Nemytskii
Soit Ω un domaine borné de RN et soit f une fonction de Ω× R→ R,

(x, s) 7→ f(x, s), ∀x ∈ Ω, s ∈ R.

Définition I.12. On appelle opérateur de Nemytskii associé à f , l’application Nf qui à
une fonction mesurable u définie sur Ω associe la fonction v = Nf (u) définie sur Ω par

v(x) = f(x, u(x)), ∀x ∈ Ω.

Dans la suite, on confond Nf et f et écrirons v = f(x, u).

Proposition I.6. [8] Soit Ω un domaine borné de RN , et f une fonction continue de Ω̄×R
dans R. Alors l’application

Nf : C(Ω̄) → C(Ω̄)
u 7→ Nfu

définie par Nfu(x) = f(x, u(x)) est continue et borné de C(Ω̄) vers C(Ω̄).

Preuve.

Étape 1 : Nf est bien défini. En effet,
soit la suite (xn) ⊂ Ω̄, on supposons que xn → x, quand n→ +∞.
Comme u est continue sur Ω̄, c’est-à-dire

(xn, u(xn))→ (x, u(x)) dans Ω̄× C(Ω̄).

Alors d’après la continuité de f au point (x, u(x)), on a

Nfu(xn) = f(xn, u(xn))→ f(x, u(x)) = Nfu(x), quand n→ +∞.

Étape 2 : Nf est borné.
Soit K ⊂ C(Ω̄) est une ensemble bornée, on montre que Nf (K) est bornée dans
C(Ω̄). C’est-à-dire

∃M > 0, tel que ∀u ∈ K : ‖Nfu‖C ≤M. (∗)

10
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Comme K est une ensemble bornée dans C(Ω̄), alors

∃R > 0,∀u ∈ K : ‖u‖C ≤ R.

D’après la continuité de f , alors on a

|f(x, u(x))| ≤ sup
(τ,y)∈Ω̄×[−R,R]

|f(τ, y)| ≤M.

Donc
‖Nfu‖C = sup

(τ,y)∈Ω̄×[−R,R]
|f(τ, y)| ≤M,

c’est-à-dire (∗) est vérifié.

Étape 3 : Nf est continu, en effet.
Puisque f est continue uniformément sur les ensembles compacts de la forme

{(x, y) ∈ Ω̄× C(Ω̄) : |y − u(x)| ≤ 1},

pour u ∈ C(Ω̄), alors Nf est aussi continue sur C(Ω̄) (voir[7]).

Proposition I.7. [8] Soit X un espace de Banach, et F une application de X vers R, soit
u ∈ X. On suppose que

F (u) = inf
v∈X

F (v),

c’est-à-dire
F (u) ≤ F (v), ∀v ∈ X.

Alors, si F est Gâteaux-différentiable en u, on a

dGF (u) = 0.

Définition I.13. Soit u0 ∈ X. On dit que u0 est un minimum local pour F , si il existe
δ > 0, tel que

F (u0) ≤ F (v), ∀v ∈ B(u0, δ).

On a, alors

Proposition I.8. [8] Soit u0 ∈ X, un minimum local de F . Alors si F est Gâteaux-
différentiable en u0, alors

dGF (u0) = 0.

11
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Définition I.14. Soit J : X → R ∪ {+∞}. On dit que J est coercive, si

J(u)→ +∞, lorsque ‖x‖ → +∞.

C’est-à-dire
∀A > 0,∃B > 0, tel que ‖u‖ ≥ B entraine J(u) ≥ A.

Définition I.15. Soit J une fonctionnelle différentiable de X vers R. Un point u ∈ X est
dit critique pour J , si et seulement si

dJ(u) = 0.

Définition I.16. On appelle valeur critique de la fonctionnelle J de classe C1 définie sur
X, un nombre c ∈ R, tel qu’il existe u ∈ X, tel que

J(u) = c, dJ(u) = 0.

I.1.5 Opérateurs monotones et fortement monotones

Définition I.17. L’opérateur A : X → X ′ est appelé monotone, si pour tous x, y ∈ X, on
a

〈A(x)− A(y), x− y〉 ≥ 0.

Définition I.18. L’opérateur A : X → X ′ est appelé strictement monotone, si

〈A(x)− A(y), x− y〉 > 0, ∀x, y ∈ X, x 6= y.

Définition I.19. L’opérateur A : X → X ′ est appelé fortement monotone, si

〈A(x)− A(y), x− y〉 ≥ c(‖x− y‖)‖x− y‖, ∀x, y ∈ X.

Où c(t) est une fonction continue positive définie pour t ≥ 0, telle que c(0) = 0, et c(t) > 0
pour tout t > 0, c(t)→ +∞ pour t→ +∞.
En particulier, si c ≡ I, alors l’opérateur A : X → X ′ est fortement monotone, s’il existe
une constante C > 0, tel que

〈A(x)− A(y), x− y〉 ≥ C‖x− y‖2, ∀x, y ∈ X.

Définition I.20. [11] L’opérateur A : X → X ′ est dit coercif, si pour tout x ∈ X

〈A(x), x〉 ≥ γ(‖x‖)‖x‖,

où γ(x) est une fonction définie pour x ≥ 0, telle que γ(x)→ +∞ pour t→∞.

Lemme I.1. [11] Tout opérateur A : X → X ′ fortement monotone est coercif, avec

γ(x) = c(x)− ‖A(0)‖.

12
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I.1.6 Les espaces LP

Dans la suite, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx et on
désigne par L1(Ω) l’espace de fonction intégrables sur Ω à valeur dans R. On pose

‖f‖L1(Ω) =
∫

Ω
|f(x)|dx, ou ‖f‖L1 =

∫
Ω
|f |.

Théorème I.4. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[4] Soit (fn) une
suite de fonctions de L1. On suppose que

a) (fn(x))→ f(x) p.p sur Ω.

b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω), telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p sur Ω.
Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, n→∞.

Théorème I.5. (Théorème de Fubini)[4] Soit Ω1 et Ω2 deux ouverts dans RN et soit
F : Ω1×Ω2 → R une fonctionnelle mesurable, on suppose que F ∈ L1(Ω1×Ω2). Alors pour
presque tout x ∈ Ω1,

F (x, y) ∈ L1
y(Ω2) et

∫
Ω2
F (x, y)dy ∈ L1

x(Ω1).

De même pour presque tout y ∈ Ω2,

F (x, y) ∈ L1
x(Ω1) et

∫
Ω1
F (x, y)dx ∈ L1

y(Ω2),

de plus, on a ∫
Ω1
dx
∫

Ω2
F (x, y)dy =

∫
Ω2
dy
∫

Ω1
F (x, y)dx

=
∫ ∫

Ω1×Ω2
F (x, y)dxdy.

Définition I.21. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}.

On note ‖f‖Lp = (
∫
Ω |f(x)|pdx)

1
p , et ‖.‖Lp est une norme.

13
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Définition I.22. On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et ∃C : |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

On note
‖f‖L∞ = inf{C : |f(x)| ≤ C, p.p sur Ω}.

Théorème I.6. [4] L’espace Lp est réflexif pour 1 < p < ∞ et son dual est Lq, tel que
1
p

+ 1
q

= 1.

Théorème I.7. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)[4] Soit f et g ∈ L2(Ω). Alors on a

∫
Ω
|fg| ≤

(∫
Ω
|f |2

) 1
2
(∫

Ω
|g|2

) 1
2
.

I.1.7 Théorème classique de compacité

Théorème I.8. (Ascoli-Arzéla)[11] Soit (fn) une suite de fonctions définies sur un
espace métrique compact (X, d) et à valeurs réelles. On suppose que la suite (fn) a les deux
propriétés suivantes

1. (fn) est équicontinue, c’est-à-dire

∀ε > 0,∃η > 0,∀x, y ∈ X, ∀n ∈ N : d(x, y) < η =⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε,

2. La suite (fn(x))n est bornée pour tout x ∈ X. Alors, il existe une sous-suite de (fn)
qui converge vers une fonction continue f dans C(X,R).

I.2 Théorie spectrale

I.2.1 Espace de Hilbert

Soit H est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (., .).

I.2.2 L’opérateur adjoint et auto-adjoint

Définition I.23. Soit H un espace de Hilbert, X un espace de Banach et X ′ le dual de X.
On note par (., .) à la fois produit scalaire de H et de la dualité entre X et X ′, c’est-à-dire
la fonctionnelle bilinéaire sur X ′ ×X défini par

(v′, v) = v′(v) pour tout v′ ∈ X ′, v ∈ X.

14
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Proposition I.9. [9] Pour chaque opérateur linéaire borné A : H → X, il existe un unique
opérateur linéaire borné A′ : X ′ → H, tel que

(A(u), v′) = (u,A′(v′)), pour tout u ∈ H et v′ ∈ X ′.

Définition I.24. L’opérateur A′ donné par la proposition ci-dessus est appelé opérateur
adjoint de A.

Définition I.25. Un opérateur linéaire borné A : H → H est dit auto-adjoint, si A = A′,

c’est-à-dire
(A(u), v) = (u,A(v)), ∀u, v ∈ H.

Définition I.26. Un opérateur linéaire A : H → H est dit positif A ≥ 0, si

(A(u), u) ≥ 0 pour tout u ∈ H.

I.2.3 L’opérateur racine carrée

Définition I.27. Soit H un espace de Hilbert et A : H → H un opérateur positif auto-
adjoint, un opérateur positif auto-adjoint B : H → H est dit la racine carrée de A, si
B2 = A, on note A 1

2 .

Proposition I.10. [9] Pour chaque opérateur positif auto-adjoint A, la racine carrée B de
A existe et est unique. De plus, si A est complètement continu, alors B est complètement
continu aussi.

Proposition I.11. [9] Si A : H → H est un opérateur positif et auto-adjoint, alors

|(Au, v)|2 ≤ (Au, u)(Av, v).

I.2.4 Valeurs propres et vecteurs propres d’opérateurs compacts

Théorème I.9. [11] Si A est un opérateur compact, le sous-espace propre Xλ associé à la
valeur propre λ 6= 0 de A est de dimension finie.

Théorème I.10. [11] Soit A un opérateur compact sur X, alors pour tout ε strictement
positif, il ne reste dans le plan complexe (ou sur la droite réelle) en dehors d’un disque
|λ| ≤ ε qu’un nombre fini de valeur propre de A.
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Valeurs propres et vecteurs propres d’opérateurs linéaires auto-adjoints com-
pacts

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint compact sur H. On connaît
déjà beaucoup de choses sur les valeurs propres et les vecteurs propres d’un tel opérateur,
entre autres.

Théorème I.11. [11] Si A est non nul, il admet au moins une valeur propre non nulle.

Théorème I.12. [11] Tout opérateur linéaire compact A a toutes ses valeurs propres réelles
et appartient dans [m,M ], où

m = inf
‖x‖=1

(Ax, x), M = sup
‖x‖=1

(Ax, x).

Si M est non nul, c’est la plus grande valeur propre de A, si m est non nul, c’est la plus
petite valeur propre de A.

Corollaire I.2. [11] Si A est un opérateur linéaire auto-adjoint compact sur H, on a
‖A‖ = |λ1|, où λ1 est la plus grande (en module) valeur propre de A, en particulier, cela
est vrai pour tout opérateur auto-adjoint dans un espace euclidien (c’est-à-dire, espace de
Hilbert de dimension finie).

Théorème I.13. [1] Supposons que A est un opérateur linéaire compact, symétrique et
A 6= 0. Alors ‖A‖ ou −‖A‖ est une valeur propre de A.

I.2.5 Décomposition spectrale d’opérateurs auto-adjoints com-
pacts

Théorème I.14. (Théorème de Hilbert-schmidt)[10] Pour tout opérateur linéaire
compact auto-adjoint A dans un espace de Hilbert séparable H, il existe un système ortho-
normé (ek) de vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles (ek), tel que tout
élément u ∈ H peut s’écrire de manière unique, sous la forme

u =
∑
k

ckek + u′,

où u′ ∈ kerA, c’est-à-dire Au′ = 0, en outre

Au =
∑
k

λkckek,

et si la suite (ek) est infinie, on a
lim

k→+∞
λk = 0.
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Corollaire I.3. [11] Si l’opérateur auto-adjoint compact A est inversible, ses valeurs propres
peuvent former une base dans H.

Corollaire I.4. [11] Si A est un opérateur auto-adjoint compact sur un espace de Hilbert
séparable H, il existe dans H une base orthonormée formée des vecteurs propres de A.

Corollaire I.5. [11] Si A = lim
n→+∞

An (au sens de la norme de L(X, Y )), où les An sont
des opérateurs compacts ou de dimension finie, A est un opérateur compact.

Définition I.28. Soit A ∈ L(X). L’ensemble résolvant est

ρ(A) = {λ ∈ R, (A− λI) est bijectif de X surX}.

Le spectre σ(A) est le complémentaire de l’ensemble résolvant σ(A) = R \ ρ(A).
On dit que λ est valeur propre et on note λ ∈ V P (A), si

N(A− λI) 6= 0.

N(A− λI) est l’espace propre associé à λ où N est noyau de A, c’est-à-dire kerA.

Il est important de retenir que si λ ∈ ρ(A), alors (A− λI)−1 ∈ L(X).

Remarque I.3. Il est clair que V P (A) ⊂ σ(A), en général l’inclusion est stricte (sauf si
dim(A) <∞), car alors V P (A) = σ(A)), il peut exister λ, tel que

N(A− λI) = 0, et R(A− λI) 6= X,

où R est image de A.

Proposition I.12. [4] Le spectre σ(A) est un ensemble compact et

σ(A) ⊂ [− ‖ A ‖, ‖ A ‖] .

Théorème I.15. [4] Soit A : X → X un opérateur compact, avec dim(X) =∞,
alors, on a

- 0 ∈ σ(A),

- σ(A) \ 0 = V P (A) \ 0,

- l’une des situations suivantes

a) ou bien σ(A) = {0},

b) ou bien σ(A) \ {0} est fini,

c) ou bien σ(A) \ {0} est une suite qui tend vers 0.
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CHAPITRE II
EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR BVP PAR
PRINCIPE DES OPÉRATEURS FORTEMENT

MONOTONES

II.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie l’existence des solutions du problème aux limites du second
ordre suivant 1 {

−u′′(x) = f(x, u(x)), x ∈ [0, 1],
u(0) = u′(1) = 0. (II.1)

Où f : [0, 1]× R→ R est continue.
Dans cette partie, en utilisant le principe des opérateurs fortement monotones , on établit
des conditions suffisantes sur f qui sont en mesure de garantir que le problème aux limites
(II.1) possède une solution unique, ou au moins une solution non nulle.

II.2 Préliminaires

Dans cette section, on donne quelques notations et lemmes qui sont nécessaires par la
suite. Soit C [0, 1] l’espace de Banach réel usuel muni de la norme

‖u‖C = max
x∈[0,1]

|u(x)|, pour tout u ∈ C [0, 1] .

L2 [0, 1] dénote l’espace de Banach réel réflexif usuel muni de la norme

‖u‖L2 =
(∫ 1

0
|u(x)|2dx

) 1
2
, pour tout u ∈ L2 [0, 1] ,

1. D’après : Fuyi Li,Zhanping Liang, Qi Zhang (2005)
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CHAPITRE II. EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR BVP PAR PRINCIPE DES OPÉRATEURS
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qui est aussi un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire

(u, v) =
∫ 1

0
u(x)v(x)dx, pour tous u, v ∈ L2 [0, 1] .

Il est bien connu que la solution du problème au limite (II.1) dans C2 [0, 1] est équivalente
à la solution de l’équation intégrale suivante dans C [0, 1] .

u(x) =
∫ 1

0
G(x, s)f(s, u(s))ds, x ∈ [0, 1] . (II.2)

Où G : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] est la fonction de Green associée au problème linéaire{
−u′′(x) = 0, x ∈ [0, 1],
u(0) = u

′(1) = 0.

G(x, s) = min{x, s} =
{
x, 0 ≤ x ≤ s ≤ 1,
s, 0 ≤ s ≤ x ≤ 1.

On définit les opérateurs K, Nf : C [0, 1]→ C [0, 1] respectivement par

Ku(x) =
∫ 1

0
G(x, s)u(s)ds, x ∈ [0, 1] , ∀u ∈ C [0, 1] , (II.3)

Nfu(x) = f(x, u(x)), x ∈ [0, 1] , ∀u ∈ C [0, 1] .

Alors l’équation intégrale (II.2) est équivalente à l’équation opérationnelle

u = KNfu.

Remarque II.1. Il est facile de voir que

i) G : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1] est une fonction continue et positive,

ii) G(x, s) = G(s, x), pour tout x, s ∈ [0, 1],

iii) max
(x,s)∈[0,1]×[0,1]

G(x, s) = 1,

L’opérateur K défini dans (II.3) peut également être défini sur L2[0, 1]. En effet, on a les
lemmes suivants

Lemme II.1. 1. K : L2[0, 1]→ C[0, 1] est un opérateur linéaire complètement continu,

2. K : L2[0, 1]→ L2[0, 1] est également un opérateur linéaire complètement continu.
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Preuve. (1)

Étape 1 : K est bien défini.
Pour tout ε > 0 donné, puisque le noyau G est continue sur [0, 1] × [0, 1], il existe
δ > 0, tel que |G(x1, s)−G(x2, s)| < ε, pour tous x1, x2, s ∈ [0, 1] avec |x1− x2| < δ,
il s’ensuit que

|Ku(x1)−Ku(x2)| =
∣∣∣∣ ∫ 1

0
(G(x1, s)−G(x2, s))u(s)ds

∣∣∣∣ (II.4)

≤
∫ 1

0
|(G(x1, s)−G(x2, s))||u(s)|ds

≤ ε
∫ 1

0
|u(s)|ds

≤ ε‖u‖L2 .

Ceci implique que Ku ∈ C[0, 1].

Étape 2 : K est continu.
Pour tout u ∈ L2[0, 1], on a

|Ku(x)| =
∣∣∣∣ ∫ 1

0
G(x, s)u(s)ds

∣∣∣∣ (II.5)

≤
∫ 1

0
|u(s)|ds

≤
(∫ 1

0
|u(s)|2ds

) 1
2

= ‖u‖L2 , x ∈ [0, 1].

Et il découle de (II.5) que

‖Ku‖C ≤ ‖u‖L2 , u ∈ L2[0, 1]. (II.6)

De puis, il est facile de voir de (II.6) et la définition de K que K : L2[0, 1]→ C[0, 1]
est linéaire et continu.

Étape 3 : On montre que l’ensemble K(S) est précompact, où S ⊂ L2[0, 1] est une
partie Bornée. Alors il existe M > 0, tel que ‖u‖L2 ≤M pour tout u ∈ S,
c’est-à-dire

S =
{
u ∈ L2[0, 1], ‖u‖L2 ≤M

}
.

Il résulte de (II.6) et (II.4) que K(S) est une famille uniformément bornée et équi-
continue sur [0, 1].
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Selon le théorème d’Ascoli-Arzelà, K(S) est une partie précompacte de C[0, 1]. Par
conséquent, K : L2[0, 1]→ C[0, 1] est complètement continu.
(2) Puisque C[0, 1] s’injecte de manière continue dans L2[0, 1], c’est-à-dire

L2[0, 1] K→ C[0, 1] i
↪→ L2[0, 1],

alors
i ◦K = K : L2[0, 1]→ L2[0, 1].

est aussi complètement continu.

Lemme II.2. (Ku, v) = (u,Kv) pour tous u, v ∈ L2[0, 1], c’est-à-dire que K est symé-
trique.

Preuve.
Pour tous u, v ∈ L2[0, 1], on a∫ 1

0

∫ 1

0
|G(x, s)u(s)v(x)|dsdx ≤

∫ 1

0

∫ 1

0
|u(s)v(x)|dsdx

≤ ‖u‖L2‖v‖L2 < +∞.

Alors d’après le théorème de Fubini et(ii) de la remarque (II.1), on a

(Ku, v) =
∫ 1

0

[ ∫ 1

0
G(x, s)u(s)ds

]
v(x)dx

=
∫ 1

0

∫ 1

0
G(x, s)u(s)v(x)dsdx

=
∫ 1

0
u(s)

[ ∫ 1

0
G(s, x)v(x)dx

]
ds

= (u,Kv).

Corollaire II.1. i) Il est facile de voir que toutes les valeurs propres de l’opérateur K
sont

{
4

(2K−1)2π2

}∞
k=1

, celles qui ont les fonctions propres orthonormales correspon-
dantes {ek}∞k=1 = {

√
2 sin((2k − 1)πx/2)}∞k=1.

ii) Puisque K est linéaire complètement continu et symétrique par le lemme II.1 et II.2,
d’après le théorème de Hilbert-Schmidt K vérifié les formules suivantes

u =
∞∑
k=1

(u, ek)ek, u ∈ L2[0, 1], (II.7)
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‖u‖2 =
∞∑
k=1
|(u, ek)|2, u ∈ L2[0, 1], (II.8)

Ku =
∞∑
k=1

4
(2k − 1)2π2 (u, ek)ek, u ∈ L2[0, 1]. (II.9)

Remarque II.2. D’après les lemmes II.1, II.2 et (II.9) que K : L2[0, 1] → L2[0, 1] est
positif, linéaire, borné et symétrique, donc K1/2 : L2[0, 1]→ L2[0, 1] la racine carrée positive
de K existe et unique, il est également linéaire, bornée et symétrique avec ‖K1/2‖ = ‖K‖1/2.
En outre, on peut également prouver que K1/2L2[0, 1]→ C[0, 1] est complètement continu.

Lemme II.3. K1/2 : L2[0, 1] → C[0, 1] est un opérateur linéaire complètement continu,
alors K1/2 : L2[0, 1]→ L2[0, 1] est aussi linéaire complètement continu.

Preuve. De (II.9) K1/2 : L2[0, 1]→ L2[0, 1] est de forme suivant

K1/2u =
∞∑
k=1

2
(2k − 1)π (u, ek)ek, u ∈ L2[0, 1]. (II.10)

Pour chaque u ∈ L2[0, 1] donnée et n, p deux nombres naturels, de (II.8) et
|ek(x)| ≤

√
2 pour tout x ∈ [0, 1], k = 1, 2, ..., nous avons

∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

2
(2k − 1)π (u, ek)ek(x)

∣∣∣∣ ≤ n+p∑
k=n+1

2
√

2
(2k − 1)π |(u, ek)|

≤

 n+p∑
k=n+1

8
(2k − 1)2π2

1/2 n+p∑
k=n+1

|(u, ek)|2
1/2

≤

 n+p∑
k=n+1

8
(2k − 1)2π2

1/2

‖u‖, x ∈ [0, 1].

Il s’ensuit que

∥∥∥∥ n+p∑
k=n+1

2
√

2
(2k − 1)π |(u, ek)|

∥∥∥∥
C
≤

 n+p∑
k=n+1

8
(2k − 1)2π2

1/2

‖u‖ → 0, (II.11)

n→∞.
Par conséquent la série ∑∞k=1

2
(2k−1)π (u, ek)ek(x) converge uniformément avec respect de

x ∈ [0, 1] et K1/2u ∈ C[0, 1].
En autre, il est facile de voir de (II.11) que

‖K1/2u‖C ≤
( ∞∑
k=1

8
(2k − 1)2π2

)1/2

‖u‖ = ‖u‖, u ∈ L2[0, 1]. (II.12)
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On prend
Tnu =

n∑
k=1

2
(2k − 1)π (u, ek)ek, u ∈ L2[0, 1], n = 1, 2... .

Alors Tn : L2[0, 1]→ C[0, 1] est un opérateur linéaire complètement continu, n=1,2,..., et il
s’ensuit de (II.10) et (II.11) que

‖Tn −K1/2‖ ≤

 ∞∑
k=n+1

8
(2k − 1)2π2

1/2

→ 0, n→∞.

Alors, K1/2 : L2[0, 1]→ C[0, 1] est un opérateur linéaire complètement continu et
K1/2 : L2[0, 1] → L2[0, 1] aussi est un opérateur linéaire complètement continu puisque
C[0, 1] ↪→ L2[0, 1].

Remarque II.3. Il s’ensuit de (II.10) et (II.7) que

(K1/2u, u) =
∞∑
k=1

2
(2k − 1)π |(u, ek)|

2, u ∈ L2[0, 1].

D’après ça et (II.8), on obtient que K1/2u 6= 0 pour tout u ∈ L2[0, 1] avec u 6= 0. Par
conséquent K1/2u1 6= K1/2u2 pour tous u1, u2 ∈ L2[0, 1] avec u1 6= u2.

Théorème II.1. (Principe des opérateurs fortement monotones)[1] Soit (X, ‖.‖)
un espace de Banach réel réflexif. Supposons que T : X → X ′ est un opérateur continu et
il existe une constante C > 0, telle que

(Tu− Tv, u− v) ≥ C‖u− v‖2, ∀u, v ∈ X.

Alors T : X → X ′ est un homéomorphisme entre X et X ′.
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CHAPITRE II. EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR BVP PAR PRINCIPE DES OPÉRATEURS
FORTEMENT MONOTONES II.3. RÉSULTATS PRINCIPAUX

II.3 Résultats principaux

Dans cette partie, on s’occupe de l’existence d’une solution pour l’équation (II.1). On
utilise le principe des opérateurs fortement monotones.

Lemme II.4. i) L’équation opérationnelle

u = KNfu, (II.13)

admet une solution dans C[0, 1], si et seulement si, l’équation opérationnelle

v = K1/2NfK
1/2v (II.14)

admet une solution dans L2[0, 1].

ii) L’unicité de solution pour les deux équations ci-dessus est également équivalente.

iii) Si (II.14) a une solution non nulle dans L2[0, 1], alors (II.13) admet aussi une
solution non nulle dans C[0, 1].

Preuve.

i) Soit u ∈ C[0, 1] une solution de (II.13), c’est-à-dire

u = KNfu,

alors, on a

K1/2NfKNfu = K1/2NfK
1/2K1/2Nfu

= K1/2NfK
1/2(K1/2Nfu).

Donc v = K1/2Nfu ∈ C[0, 1] ↪→ L2[0, 1] est une solution de (II.14).
D’autre part, soit v ∈ L2[0, 1] solution de (II.14), c’est-à-dire

v = K1/2NfK
1/2v,

alors
K1/2v = K1/2K1/2NfK

1/2v = KNf (K1/2v).

Donc, u = K1/2v ∈ C[0, 1] est une solution de (II.13).
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ii) Supposons que (II.13) a une unique solution u dans C[0, 1] et soit v1, v2 dans L2[0, 1]
à la fois solutions de (II.14), c’est-à-dire

v1 = K1/2NfK
1/2v1 et v2 = K1/2NfK

1/2v2,

et puis
K1/2v1 = KNfK

1/2v1 et K1/2v2 = KNfK
1/2v2,

alors, on a K1/2v1 et K1/2v2 sont deux solutions de (II.13) et il s’ensuit à partir de
l’hypothèse que

K1/2v1 = K1/2v2 = u,

donc

v1 = K1/2NfK
1/2v1

= K1/2NfK
1/2v2

= v2.

D’autre part, supposons que (II.14) a une solution v dans L2[0, 1] et soit u1 et u2

dans C[0, 1] deux solutions de (II.13), c’est-à-dire

u1 = KNfu1 et u2 = KNfu2,

alors
K1/2Nfu1 = K1/2NfK

1/2K1/2Nfu1,

et
K1/2Nfu2 = K1/2NfK

1/2K1/2Nfu2,

donc K1/2Nfu1 et K1/2Nfu2 sont deux solutions de (II.14). Il résulte de l’hypothèse
que

K1/2Nfu1 = K1/2Nfu2 = v.

Donc

u1 = KNfu1

= K1/2NfK
1/2u1

= K1/2NfK
1/2u2

= u2.
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iii) Il ressort de la preuve de i) que si v ∈ L2[0, 1] est une solution de (II.14), alors
K1/2v est une solution de (II.13) dans C[0, 1]. Par conséquent, la remarque (II.3)
donne la conclusion.

Théorème II.2. Supposons que pour chaque x ∈ [0, 1], f(x, u) est une fonction décrois-
sante en u, c’est-à-dire f(x, u1) ≥ f(x, u2) pour tous u1 et u2 dans R avec u1 ≤ u2. Alors
le problème aux limites (II.1) admet une solution unique dans C2[0, 1].

Preuve. Il résulte du lemme II.4 que l’équation opérationnelle (II.13) a une solution unique
dans C[0, 1], si et seulement si, (II.14) a une unique solution dans L2[0, 1], par conséquent,
il est équivalent de dire que l’équation opérationnelle Tv = 0 a une unique solution dans
L2[0, 1] avec T = I −K1/2NfK

1/2.

Étape 1 : On montre que T est continu.
D’après le lemme II.3, K1/2 : L2[0, 1]→ C[0, 1] ↪→ L2[0, 1] est continu, donc T : L2[0, 1]→
L2[0, 1] est aussi continu.

Étape 2 : D’après le théorème II.1, il est seulement nécessaire de vérifier que T est un
opérateur fortement monotone. En effet, pour tous u et v dans L2[0, 1], puisque f(x, u) est
une fonction décroissante en u pour chaque x ∈ [0, 1], on a

(NfK
1/2u−NfK

1/2v,K1/2u−K1/2v) =
∫ 1

0
[f(x,K1/2u(x))

−f(x,K1/2v(x))][K1/2u(x)−K1/2v(x)]dx ≤ 0.

Et en utilisant le lemme II.2, on a

(Tu− Tv, u− v) = (u− v −K1/2NfK
1/2u+K1/2NfK

1/2v, u− v)

= ‖u− v‖2
L2 − (K1/2(NfK

1/2u−NfK
1/2v), u− v)

= ‖u− v‖2
L2 − (NfK

1/2u−NfK
1/2v,K1/2u−K1/2v)

≥ ‖u− v‖2
L2 , u, v ∈ L2[0, 1].

Ainsi T est un opérateur fortement monotone. Alors le théorème II.1 implique que Tv = 0
a une unique solution v∗ dans L2[0, 1].
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C’est-à-dire
v∗ = K1/2NfK

1/2v∗.

Corollaire II.2. S’il existe une constante a ∈ [0, π2/4), telle que

[f(x, u)− f(x, v)][u− v] ≤ a|u− v|2, pour tous x ∈ [0, 1], et u, v ∈ R,

alors, le problème aux limites (II.1) admet une solution unique dans C2[0, 1].

Preuve. De la même manière que dans la preuve du théorème II.2, il est seulement néces-
saire de noter que pour tous u, v ∈ L2[0, 1]

(NfK
1/2u−NfK

1/2v,K1/2u−K1/2v) =
∫ 1

0
[f(x,K1/2u(x))− f(x,K1/2v(x))][K1/2u(x)

−K1/2v(x)]dx

≤ a
∫ 1

0
|K1/2(u− v)(x)|2dx

= a‖K1/2(u− v)‖2

≤ 4a
π2‖u− v‖

2
L2 , (car ‖(K1/2)2‖L2 = ‖K‖L2 ≤ 4

π2 ).

Et puis

(Tu− Tv, u− v) = (u− v −K1/2NfK
1/2u+K1/2NfK

1/2v, u− v)

= ‖u− v‖2
L2 − (NfK

1/2u−NfK
1/2v,K1/2u−K1/2v)

≥ ‖u− v‖2
L2 −

4a
π2‖u− v‖

2
L2

=
(

1− 4a
π2

)
‖u− v‖2

L2 , u, v ∈ L2[0, 1].
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CHAPITRE III
EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR BVP PAR

LA THÉORIE DE POINT CRITIQUE

III.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie l’existence de solution du problème aux limites précédent.{
−u′′(x) = f(x, u(x)), x ∈ [0, 1],
u(0) = u′(1) = 0.

Où f : [0, 1]× R→ R est continue.
Tel que, on y discuter les techniques de recherche de points critiques pour des fonctionnelles
sur un espace de Banach.

III.2 Préliminaires

Dans cette section, on rappelle quelques lemmes essentiels et quelques théorèmes de
base comme le lemme de col et théorème de minimisation qui sont nécessaires par la suite.

Lemme III.1. Soit φ(u) =
∫ 1

0
∫ u(x)

0 f(x, v)dvdx, u ∈ C[0, 1]. Alors

i) φ : C[0, 1]→ R est Fréchet différentiable sur C[0, 1] et
(φ′(u))(w) = (Nfu,w) =

∫ 1
0 f(x, u(x))w(x)dx pour tous u,w ∈ C[0, 1].

ii) φ ◦K1/2 : L2[0, 1]→ R est Fréchet différentiable dans L2[0, 1] et
(φ ◦K1/2)′(v) = K1/2NfK

1/2v pour tout v ∈ L2[0, 1].
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CRITIQUE III.2. PRÉLIMINAIRES

Preuve.

i) Pour chaque u ∈ C[0, 1]. On définit une fonctionnelle linéaire bornée

h(w) = (Nfu,w) =
∫ 1

0
f(x, u(x))w(x)dx pour tout w ∈ C[0, 1].

Alors

φ(u+ w)− φ(u)− h(w) =
∫ 1

0

∫ u(x)+w(x)

u(x)
f(x, v)dvdx−

∫ 1

0
f(x, u(x))w(x)dx

=
∫ 1

0
f(x, u(x) + θw(x))w(x)dx−

∫ 1

0
f(x, u(x))w(x)dx

=
∫ 1

0
[f(x, u(x) + θw(x))− f(x, u(x))]w(x)dx, w ∈ C[0, 1],

tel que θ ∈ (0, 1). Et puisque f est continue dans [0, 1]× [−‖u‖C − 1, ‖u‖C + 1], on
a

lim
‖w‖C→0

1
‖w‖C

∫ 1

0
[f(x, u(x) + θw(x))− f(x, u(x))]w(x)dx = 0.

Alors, φ est Fréchet différentiable dans C[0, 1] et (φ′(u))(w) = h(w) = (Nfu,w)
pour tous u,w ∈ C[0, 1].

ii) Par la règle de la chaîne pour les dérivés de l’opérateur composite, il s’ensuit que la
fonctionnelle φ ◦K1/2 est Fréchet différentiable sur L2[0, 1] et

(φ ◦K1/2)′(v) = φ
′(K1/2v) ◦K1/2 pour tout v ∈ L2[0, 1].

C’est

((φ ◦K1/2)′(v))(k) = (φ′(K1/2v) ◦K1/2)(k)

= (φ′(K1/2v))(K1/2k)

= (NfK
1/2v,K1/2k)

= (K1/2NfK
1/2v, k), pour tous v, k ∈ L2[0, 1].

Alors
(φ ◦K1/2)′(v) = K1/2NfK

1/2v pour tout v ∈ L2[0, 1].
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Théorème III.1. [10] Soit X un espace de Banach réflexif et J : X → R ∪ {+∞}. On
suppose

i) J coercive et J 6= +∞, c’est-à-dire lim
‖u‖→∞

J(u) = +∞,

ii) J s.c.i pour la convergence faible. Alors il existe u ∈ X, tel que

J(u) = inf
v∈X

J(v) (< +∞).

Si de plus J est Gâteaux-différentiable en u, alors dGJ(u) = 0.

Définition III.1. (Suites de Palais-Smale) Soit J une fonctionnelle de classe C1 sur
un espace de Banach X. On dit qu’une suite (un)n∈N est de Palais-Smale pour la fonction-
nelle J , si

|J(un)| ≤ C, ∀n ∈ N où C ∈ R+,

‖dJ(un)‖X′ → 0 lorsque n→ +∞.

Définition III.2. (Condition de Palais-Smale) On dit qu’une fonctionnelle J définie
sur un espace de Banach X vérifie la condition de Palais-Smale, si de toute suite de Palais-
Smale on peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans X (la limite est alors
un point critique). En d’autres termes, J vérifie (P.S) (écriture abrégée pour J vérifie la
condition de Palais-Smale), si ∀(un)n∈N une suite de X, telle que

|J(un)| ≤ C,

|dJ(un)| → 0, dans X
′
.

On peut extraire de (un)n∈N une sous-suite qui converge fortement dans X.

Théorème III.2. (Lemme de Col)[8] Soit X un espace de Banach réel et J ∈ C1(X,R)
satisfait la condition (P.S). Supposons que

i) J(0) = 0.

ii) Il existe ρ > 0 et α > 0, tel que J(u) ≥ α pour tout u ∈ X avec ‖u‖ = ρ.

iii) Il existe u1 dans X avec ‖u1‖ ≥ ρ, tel que J(u1) < α.

Alors J possède une valeur critique c ≥ α. De plus, c peut être caractérisée par

c = inf
g∈Γ

max
u∈g[0,1]

f(u).

Où Γ = {g ∈ C([0, 1];E) : g(0) = 0, g(1) = u1}.
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III.3 Résultats principaux

Théorème III.3. Supposons que∫ u

0
f(x, v)dx ≤ a

2u
2 + b(x)|u|2−γ + c(x), x ∈ [0, 1], u ∈ R, (III.1)

où a ∈ [0, π2/4), γ ∈ (0, 2), b ∈ L2/γ[0, 1] et c ∈ L1[0, 1]. Alors le problème aux limite (II.1)
admet au moins une solution dans C2[0, 1].

Preuve. D’après le lemme (II.4) il est seulement nécessaire de montrer que l’équation
opérationnelle v −K1/2NfK

1/2v = 0 admet au moins une solution dans L2[0, 1].
Étape 1 : J est (f.s.c.i).
On considère la fonctionnelle J : L2[0, 1]→ R,

J(v) = 1
2(v, v)− (φ ◦K1/2)(v), v ∈ L2[0, 1], (III.2)

où φ est définie dans le lemme (III.1).
On montre que J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i). En utilisant le lemme
(III.1), on a

J
′(v) = v −K1/2NfK

1/2v pour tout v ∈ L2[0, 1].

Il résulte du lemme (II.3) que K1/2NfK
1/2 : L2[0, 1]→ L2[0, 1] est complètement continu.

D’après la proposition (I.5), la fonctionnelle φ(K1/2) est faiblement continue, donc elle est
faiblement semi-continue supérieurement, et par conséquent −φ(K1/2) est faiblement semi-
continue inférieurement.
Comme la fonctionnelle v 7→ 1

2(v, v) est une fonctionnelle faiblement semi-continue infé-
rieurement (voir l’exemple (I.1) dans le chapitre I), on conclut que J est une fonctionnelle
faiblement semi-continue inférieurement sur L2[0, 1].
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Étape 2 : J est coercive.
D’après l’hypothèse III.1, on a

J(v) = 1
2(v, v)−

∫ 1

0

∫ K1/2v(x)

0
f(x, u)dudx

≥ 1
2(v, v)− a

2

∫ 1

0
|K1/2v(x)|2dx−

∫ 1

0
b(x)|K1/2v(x)|2−γdx−

∫ 1

0
c(x)dx,

donc, par la remarque II.2, corollaire I.2 et l’inégalité de Hölder, on obtient

J(v) = 1
2(v, v)−

∫ 1

0

∫ K1/2v(x)

0
f(x, u)dudx

≥ 1
2(v, v)− a

2

∫ 1

0
|K1/2v(x)|2dx−

∫ 1

0
b(x)|K1/2v(x)|2−γdx−

∫ 1

0
c(x)dx

≥ 1
2‖v‖

2
L2 −

a

2(K1/2v,K1/2v)−
( ∫ 1

0
|b(x)|

2
γ dx

)γ/2( ∫ 1

0
|K1/2v(x)|2dx

)1−γ/2
− c1

= 1
2‖v‖

2
L2 −

a

2(Kv, v)− b1(Kv, v)1−γ/2 − c1

≥ 1
2‖v‖

2
L2 −

4a
2π2‖v‖

2
L2 − b1

( 2
π

)2−γ
‖v‖2−γ

L2 − c1

= 1
2

(
1− 4a

π2

)
‖v‖2

L2 − b1

( 2
π

)2−γ
‖v‖2−γ

L2 − c1.

Où b1 =
( ∫ 1

0 |b(x)|2/γdx
)γ/2

, c1 =
∫ 1

0 c(x)dx.
Donc lim

‖v‖L2→+∞
J(v) = +∞. Par conséquent, selon le théorème (III.1), il existe v0 ∈ L2[0, 1],

tel que J ′(v0) = 0, c’est-à-dire

v0 −K1/2NfK
1/2v0 = 0.

Théorème III.4. Supposons que

(H1) Il existe µ ∈ (0, 1
2) et M > 0, tel que F (x, u) déf=

∫ u
0 f(x, v)dv ≤ µuf(x, u) pour tous

x ∈ [0, 1] et |u| ≥M,

(H2) lim sup
u→0

f(x, u)
u

<
π2

4 et lim inf
u→+∞

f(x, u)
u

>
π2

4 uniformément pour x ∈ [0, 1].

Alors, le problème aux limites (II.1) admet au moins une solution non nulle dans C2[0, 1].

Preuve. Par (iii) du lemme (II.4), on a besoin seulement de montrer que l’équation opé-
rationnelle v −K1/2NfK

1/2v = 0 admet au moins une solution non nulle dans L2[0, 1]. On
considère la fonctionnelle J définie par (III.2) et on va vérifier que J est satisfait toutes les
conditions du théorème (III.2) (lemme du Col).
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Étape 1 : J satisfait la condition (P.S).
Puisque F (x, u)− µuf(x, u) est continue sur [0, 1]× [−M,M ], il existe C > 0, telle que

F (x, u) ≤ µuf(x, u) + C, x ∈ [0, 1], u ∈ [−M,M ].

Par l’hypothèse (H1), on obtient

F (x, u) ≤ µuf(x, u) + C, x ∈ [0, 1], u ∈ R. (III.3)

Soit (vn) ⊂ L2[0, 1] avec |J(vn)| ≤ β pour tout n ∈ N où β > 0 est une constante et
J ′(vn) = (I −K1/2NfK

1/2)vn → 0, on note que

(J ′(vn), vn) = (vn −K1/2NfK
1/2vn, vn)

= ‖vn‖2
L2 − (NfK

1/2vn, K
1/2vn) (car K1/2 est symétrique)

= ‖vn‖2
L2 −

∫ 1

0
f(x,K1/2vn)K1/2vn(x)dx.

Donc ∫ 1

0
f(x,K1/2vn)K1/2vn(x)dx = ‖vn‖2

L2 − (J ′(vn), vn).

Il résulte de (III.3) et la définition de J que

β ≥ J(vn) = 1
2‖vn‖

2
L2 −

∫ 1

0
F (x,K1/2vn(x))dx

≥ 1
2‖vn‖

2
L2 − µ

∫ 1

0
f(x,K1/2vn(x))K1/2vn(x)dx− C

=
(1

2 − µ
)
‖vn‖2

L2 + µ(J ′(vn), vn)− C

≥
(1

2 − µ
)
‖vn‖2

L2 − µ‖J ′(vn)‖L2‖vn‖L2 − C, n ∈ N∗.

Puisque J ′(vn)→ 0, alors il existe N0 ∈ N, tel que

β ≥ (1
2 − µ)‖vn‖2

L2 − ‖vn‖L2 − C, ∀n > N0. (III.4)

Ceci implique que (vn) ⊂ L2[0, 1] est une suite bornée.
En effet, supposons par l’absurde que ‖vn‖L2 n’est pas bornée, c’est-à-dire

lim
n→+∞

‖vn‖L2 = +∞.

Alors, d’après l’inégalité (III.4), on a

(1
2 − µ)‖vn‖L2 ≤ 1− C + β

‖vn‖L2
, ∀n > N0.
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Donc par le passage à la limite quand n→ +∞, et en tenant compte 0 < µ < 1
2 , on obtient

+∞ ≤ 1 (ceci en contradiction).
Et comme vn − K1/2NfK

1/2vn → 0, on peut en déduire que (vn) admet une sous-suite
convergente.
En effet, puisque K1/2 : L2[0, 1]→ C[0, 1] est un opérateur complètement continu et la suite
(vn) est bornée, alors la suite (K1/2vn) admet une sous-suite convergente qu’on note sans
perte de généralité par (vn), c’est-à-dire (K1/2vn)→ y0, et comme Nf : C[0, 1]→ C[0, 1] est
un opérateur continu, donc (NfK

1/2vn)→ Nfy0. Comme K1/2 est continu aussi, on déduit
que

K1/2NfK
1/2vn → K1/2Nfy0.

On pose un = K1/2NfK
1/2vn, alors un → u0 = K1/2Nfy0 et donc vn − un → 0. Ceci

implique que vn → u0, c’est-à-dire (vn) converge vers u0.

Étape 2 : J satisfait la première condition géométrique.
D’après l’hypothèse lim sup

u→0

f(x, u)
u

<
π2

4 uniformément par rapport à x ∈ [0, 1], il existe
ε ∈ (0, 1) et δ > 0, tel que

f(x, u) ≤ (1− ε)(π2/4)u, pour tout x ∈ [0, 1] et u ∈ [0, δ],

et
f(x, u) ≥ (1− ε)(π2/4)u, pour tout x ∈ [0, 1] et u ∈ [−δ, 0].

Il s’ensuit que
f(x, u) ≤ (1− ε)(π2/4)|u|, ∀x ∈ [0, 1], |u| ≤ δ.

Par intégration, on obtient

F (x, u) déf=
∫ u

0
f(x, v)dv ≤ (1/8)(1− ε)π2|u|2 x ∈ [0, 1], ∀|u| ≤ δ. (III.5)

Soit ρ = δ et α = 1
2ερ

2. Il s’ensuit donc de (II.12) que

‖K1/2v‖C ≤ ‖v‖L2 = δ = δ, pour tout v ∈ ∂Bρ,

où
Bρ = {v ∈ L2[0, 1] : ‖v‖L2 < ρ}.
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Donc par (III.5), on a

J(v) = 1
2(v, v)−

∫ 1

0

∫ K1/2v(x)

0
f(x, u)dudx (III.6)

= 1
2(v, v)−

∫ 1

0
F (x,K1/2v(x))dx

≥ 1
2‖v‖

2
L2 −

1
8(1− ε)π2

∫ 1

0
(K1/2v(x))2dx

= 1
2‖v‖

2
L2 −

1
8(1− ε)π2(K1/2, K1/2v)

= 1
2‖v‖

2
L2 −

1
8(1− ε)π2(Kv, v) (car K1/2 est symétrique)

≥ 1
2‖v‖

2
L2 −

1
8(1− ε)π2 4

π2‖v‖
2
L2 (car ‖K‖L2 ≤ 4

π2 )

= 1
2ε‖v‖

2
L2 , v ∈ ∂Bρ. (III.7)

Cela implique que inf
v∈∂Bρ

J(v) ≥ 1
2ερ

2 = α > 0.

Puisque K1/20 = 0 et à partir la définition de J , il est évident que J(0) = 0.
Étape 3 : J satisfait la deuxième condition géométrique.
D’autre part, à partir de lim inf

u→+∞

f(x, u)
u

>
π2

4 uniformément par rapport à x ∈ [0, 1], il
existe ε > 0 et τ > 0, tels que

f(x, u) ≥ π2

4 (1 + ε)u, x ∈ [0, 1], u ∈ [τ,+∞[.

Puisque f(x, u)− π2

4 (1 + ε)u est continue sur [0, 1]× [0, τ ], donc il existe M > 0, tel que

f(x, u) ≥ π2

4 (1 + ε)u−M, x ∈ [0, 1], u ∈ [0, τ ].

Ainsi, les deux inégalités impliquent que

f(x, u) ≥ π2

4 (1 + ε)u−M, x ∈ [0, 1], u ≥ 0.

Par conséquent,

F (x, u) déf=
∫ u

0
f(x, v)dv ≥ 1

8π
2(1 + ε)u2 −Mu, x ∈ [0, 1], u ≥ 0. (III.8)

Soit v0 =
√

2 sin π
2x = e1, x ∈ [0, 1]. Alors

v0 ∈ L2[0, 1], ‖v0‖ =
( ∫ 1

0
2 sin2 π

2xdx
) 1

2
= 1,
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et

K1/2v0(x) =
∫ 1

0
G(x, s)

√
2 sin π2 sds

= 4
π2

√
2 sin π2x

= 4
π2v0(x) ≥ 0, pour tout x ∈ [0, 1].

Puisque ∫ 1

0
K1/2v0(x)dx = 4

√
2

π2 ,

alors, il résulte de l’équation (III.8) que

J(sv0) = 1
2(sv0, sv0)−

∫ 1

0
F (x, sK1/2v0(x))dx

= 1
2(sv0, sv0)−

∫ 1

0
F (x,K1/2sv0(x))dx

≤ 1
2s

2 − π2

8 (1 + ε)
∫ 1

0
(K1/2sv0(x))2dx+ sM

∫ 1

0
K1/2v0(x)dx

= 1
2s

2 − 1
2s

2(1 + ε) + 2
π

2
√

2
π

Ms

= −1
2εs

2 + 4
√

2
π2 Ms, s > 0.

Donc J(sv0) → −∞ et ‖sv0‖L2 → +∞ quand s → +∞. Alors, il existe un nombre assez
grand s0 > ρ de telle sorte que v1 = s0v0 ∈ L2[0, 1], v1 6∈ Bρ, et J(v1) < 0.
Ainsi, selon le lemme du Col, J admet une valeur critique c∗ > 0, c’est-à-dire. Il existe
v∗ ∈ L2[0, 1], tel que

J(v∗) = c∗, J ′(v∗) = v∗ −K1/2NfK
1/2v∗ = 0.

Il est évident que v∗ 6= 0 puisque J(0) = 0.

Remarque III.1. S’il existe p > 0 et A ∈ (0,+∞], tel que

lim
u→∞

f(x, u)
|u|pu

= A, uniformément par rapport à x ∈ [0, 1], (III.9)

alors l’hypothèse (H1) est satisfaite.
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En effet, soit µ ∈
(

1
p+2 ,

1
2

)
. Il s’ensuit de (III.9) que

lim
u→∞

∫ u
0 f(x, v)dv − µuf(x, u)

|u|pu2 = lim
u→∞

(∫ u
0 f(x, v)dv
|u|pu2 − µuf(x, u)

|u|pu2

)

= lim
u→∞

(
f(x, u)

(p+ 2)|u|pu −
µf(x, u)
|u|pu

)

= lim
u→∞

f(x, u)
|u|pu

( 1
p+ 2 − µ

)
= A

( 1
p+ 2 − µ

)
< 0.

Donc, il existe une constante M > 0, tel que

F (x, u) déf=
∫ u

0
f(x, v)dv ≤ µuf(x, u) pour tout x ∈ [0, 1]et |u| ≥M.

C’est-à-dire (H1) est satisfaite.
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CHAPITRE III. EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR BVP PAR LA THÉORIE DE POINT
CRITIQUE III.4. EXEMPLES D’APPLICATION

III.4 Exemples d’application

Dans cette section, on donne quelque exemples.

Exemple III.1. On considère le problème aux limites suivant{
−u′′(x) = au(x) + b(x)|u(x)|p + c(x), x ∈ [0, 1],
u(0) = u′(1) = 0.

Où a ∈ [0, π2/4), p ∈ (0, 1), b et c sont continues sur [0, 1] et c(x) 6≡ 0.
Il est facile de vérifier que (III.1) est satisfait.Par conséquent, il découle du théorème III.3
que ce problème aux limites admet au moins une solution dans C2[0, 1]. Et il est facile de
voir que cette solution non nulle avec c(x) 6≡ 0.

Exemple III.2. On a le problème aux limites suivant{
−u′′(x) = au(x) + b(x) arctan u(x) ln(1 + u2(x)) + c|u(x)|pu(x), x ∈ [0, 1],
u(0) = u′(1) = 0. (III.10)

Où a ∈ [0, π2/4), p, c > 0,∈ (0, 1), b est continue sur [0, 1].
Il est évident que f(x, u) = au(x) + b(x) arctan u(x) ln(1 + u2(x)) + c|u(x)|pu(x),
x ∈ [0, 1], u ∈ R est impaire par rapport à u ∈ R. Par un calcul, on a

lim sup
u→0

f(x, u)
u

= a <
π2

4 , lim inf
u→+∞

f(x, u)
u

= +∞,

lim
u→+∞

f(x, u)
|u|pu

= c > 0, uniformément pour tout x ∈ [0, 1].

Il résulte de la remarque (III.1) que l’hypothèse (H1) est satisfaite. D’après le lemme de
Col, le problème aux limites (III.10) admet au moins une solution.
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a étudié un problème aux limites d’ordre deux posés sur l’intervalle
borné [0, 1] par des méthodes variationnelles, ainsi la théorie des points critiques ainsi que
le principe des opérateurs fortement monotone.

Dans un premier temps, on a étudié ce problème aux limites associés à conditions
mixtes sur l’intervalle [0, 1] et on a utilisé le principe des opérateurs fortement monotone
pour montrer l’existence de solutions.

En fin, on a étudié l’existence des solutions pour même équation différentielle. Notre
approche est variationnelle et les solutions sont obtenues comme des minimums ou des
points critiques de type passage du col (mountain pass) d’une certaine fonctionnelle.
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