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NOTATION

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la

suite.

LP(Q2) = {u : Q — R mesurable : |ulP € LI(Q)} avec 1 <p < oo.

fullse = (Jalo)lPa)"

L) ={u:Q — Rmesurable et 3C : |u(z)| < C p.p sur Q}.

|| w|| Lo = inf{C : |u(z)| < C p.p sur Q}.

C(92) Espace des fonctions continues sur €.

H Espace de Hilbert.

X' Dual topologique de X.

K2 : opérateur racine carré de 'opérateur K.

D(A) : Domaine de définition d’un opérateur borné A.

N(A) : Noyau de A qui est noté aussi par kerA.

R(A) : Image de A qui est noté aussi par ImA.

VP(A) : Ensemble des valeurs propres de 'opérateur A.

L(X,Y) : Ensemble des applications linéaires continues.

p(A) = {A € R; (A — AI) est bijectif de X sur X'} et on 'appelle ensemble résolvant de
l'opérateur A € L(X).

a(A) =R\ p(A) et on I'appelle le spectre de A.

— Injection.

pP-p Presque partout.

(P.S) Condition de Palais-Smale.

O, F Dérivée directionnelle de F' dans la direction v.

v



NOTATION

dF Dérivée au sens de Fréchet qui est noté aussi par F.
doF Dérivée au sens de Gateaux.

Ny Opérateur de Nemytskii.

BVP Probleme aux limites de second ordre.



INTRODUCTION GENERALE

Les problemes aux limites associés aux équations différentielles ordinaires jouent un role
important dans la théorie de la physique mathématique. Le but de ce travail est d’étudier
I'existence, 1'unicité et la multiplicité des solutions pour un probléeme aux limites associé
aux équations différentielles ordinaires du second ordres et ceci en utilisant plusieurs tech-
niques qui sont basées sur les méthodes variationnelles, telles que le lemme du col, ainsi que
la théorie des opérateurs fortement monotones.

Depuis la naissance du calcul des variations, on s’est rendu compte que lorsqu’elles s’ap-
pliquent, les méthodes variationnelles peuvent obtenir des résultats qui peuvent parfois étre
plus efficaces que beaucoup d’autres méthodes. En outre, elles s’appliquent a un tres grand
nombre de situations. Il a été démontré, il y a plusieurs décennies, que les solutions de
beaucoup de probléemes sont en fait des points critiques de certaines fonctionnelles.

Dans ce mémoire, on présente quelques-uns des travaux dans larticle [3] qui utilisent la
théorie de point critique pour étudier des problemes aux limites. Beaucoup de nouveaux
résultats ont été obtenus récemment par des chercheurs, en utilisant cette approche et dans
certains cas, des résultats semblables n’ont pas été obtenus par d’autres méthodes.

Dans les applications, on établit que la solution proposée d’un probléme aux limites est un
point critique d’une certaine fonctionnelle J sur un espace approprié, c’est-a-dire un point
u dans l'espace ou J'(u) = 0. Trouver les points ou les dérivées s’annulent se rameéne a la
résolution du probleme.

Certains auteurs ont étudié les équations différentielles du second ordre en utilisant des mé-
thodes variationnelles, et ils ont obtenu beaucoup de résultats. Dans [5] et [6], la technique

que les auteurs ont employée est de transformer le probleme aux limites en une équation
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intégrale avec un noyau défini positif (toutes les valeurs propres sont positives). Le mémoire
est organisé comme suit :
Dans le premier chapitre, nous avons donné quelques outils de base qui sont utilisés par la
suite. Nous avons divisé le travail en trois sections. Dans la premiere section, nous avons
abordé quelques caractéristiques d’opérateurs comme la continuité, la différentiabilité, les
opérateurs de Nemytskii, les opérateurs fortement monotones ainsi que les propriétés de
semi-continuité de fonctionnelles. Nous avons donné aussi un rappel sur le théoreme de
compacité dans 'espace C'([0,1]; R) ( théoréme d’Ascoli-Arzela).
Dans la deuxieme section, nous avons présenté la théorie spectrale d'un opérateur compact.
Et nous avons présenté dans la troisieme section la théorie de point critique ainsi que la
théorie de minimisation.
Dans le chapitre deux, nous avons présenté le travaille [3], ot des résultats d’existence de
solutions pour le probléeme aux limites de second ordre suivant :

{ —u'(z) = f(z,u(z)), z¢cl0,1], 1)

u(0) = /(1) =0,

sont obtenus.
Le principe des opérateurs fortement monotones employés pour discuter ce probleme.
Le premier résultat dit que si pour chaque = € [0,1], f(x,u) est une fonction décroissante
en u, c'est-a-dire f(z,u1) > f(z,us) pour tous les u; et ug en R avec u; < ug, alors le
probléme (1) a une solution unique dans C?[0, 1].
Pour la démonstration, on a utilisé le principe des opérateurs fortement monotones.

Le second résultat dit que, s’il existe une constante a € [0,72/4), telle que
[f(z,u) — f(x,v)][u—v] <alu—wv[*, pour tout z € [0,1], et u, v € R,

alors le probléme (1) admet une solution unique dans C?[0, 1].

Ici, le méme principe des opérateurs fortement monotones est employé.

Dans le chapitre trois, nous avons discutés I’existence et la multiplicité de solution pour le
probleme précédente (1), dans ce cas, nous avons trouvé que

Le premier résultat dit que si
| flao)do < S 4 b@lul 7 + o(@), @€ 0,1 ueR,
0

ot a € [0,72/4),7 € (0,2),b € L%[O, 1] et ¢ € L'[0,1]), alors le probléme aux limites (1)

admet au moins une solution dans C?[0, 1].
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La démonstration de ce résultat est basée sur le principe de minimisation.

Le deuxieme résultat dit que sous les conditions suivantes sur la fonction f :
(Hy) il existe p € (0, %) et M >0, tel que [y f(x,v)dv < puf(z,u) pour tout z € [0,1] et
lul > M,

1
(Hy) limsup M < — et lim inf f(z,v) > — uniformément par apport a
us0 U A1 u=too 1y A1

x € [0,1],

alors le probléme (1) a au moins une solution non nulle dans C?[0, 1].
Pour la démonstration, on a utilisé le théoreme du Col qui a été établi par Ambrosetti-
Rabinowitz en 1973 dans [8] ol on a vérifié la condition de Palais-Smale (P.S) ainsi que les

conditions géométriques pour une fonctionnelle appropriée.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, on donne quelques notions élémentaires qui sont nécessaire par la
suite.
I.1 Quelques outils de base

I.1.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

Soit X et Y deux espaces de Banach normés.

Définition I.1. (Opérateur linéaire borné) Soit A un opérateur linéaire, tel que
D(A) = X et R(A) C Y. On dit que A est borné, s’il est borné sur la boule unité B(0,1).

C’est-a-dire, si l'ensemble {||Azx||, ||z] <1} est borné.

Conformément a cette définition, si A est borné, il existe une constante ¢ > 0, telle que

pour tout x avec ||z]| < 1, on a l'inégalité
| Az|| < c.

Théoréme 1.1. [11] Soit A un opérateur linéaire, A est borné, si est seulement si, il existe

une constante ¢ > 0, telle que
|Az| < cl|z||, pour tout x € X.

Définition 1.2. (Espace dual)[10] L’ensemble des fonctionnelles linéaires continues

définies sur un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On appelle dual de
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Uespace X et on note X'. On munit X' de la norme

Ifllx = sup [ (fiz) ], VfeX.

zeX,|z]|<1

X' muni de cette norme est un espace de Banach et on a Uinégalité
(o) < N fllxllzllx, VfeX', VreX.

Définition 1.3. (Convergence faible) On dit qu’une suite (z,) € X converge faiblement

vert x, st

Ve X', (fiz.) — (f,2),

et on écrit x,, — x.

Proposition 1.1. [4] Soit (x,) une suite de X. On a
1. Six, — x, alors x, — x.

2. Six, — x, alors (x,) est bornée et ||z| < lim inf |xa||, c’est-a-dire la fonctionnelle

x> ||z|| est semi-continue inférieurement.

Proposition 1.2. [4] Lorsque X est de dimension fini, une suite (x,) converge faiblement,

st et seulement si, elle converge fortement.

Définition I.4. Soit X un espace de Banach et soit i Uinjection canonique de X dans X' .

1"

on dit que X est réflexif, si i(X) =X .
Ou X" est le bidual de X.

Théoréme 1.2. [4] Un espace de Banach X est réflexif, si et seulement si, sa boule fermée

est faiblement compacte.

Corollaire 1.1. [4] Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée
(xn) C X avec ||z,|| < M contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément

x € X vérifiant ||z| < M.

I[.1.2 Continuité des opérateurs

On va considérer des opérateurs 7' de X dans Yet on va donner une définition concernant
les propriétés de la continuité de T.

La notion plus simple est la suivante
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Définition 1.5. L'opérateur T : X — Y est dit continu en x, si pour toute suite (x,) C X
qui converge vers x, T(x,) converge vers T(z).

T est dit continu sur  C X si T est continu en tout point x € €.

Définition 1.6. Un opérateur T : X — Y est dit compact si, pour toute suite (x,) bornée

dans X, la suite (T'(x,)) admet une sous suite convergente.

Définition 1.7. Soit (X, |.|]1) et (Y,|.|]2) deuz espaces de Banach. Un opérateur T : X —
Y est dit completement continu, s’il est continu et ['image de tout ensemble borné de X est

relativement compact dans Y .

1.1.3 Semi-continuité

Définition 1.8. 1. On dit qu’une fonctionnelle f : X — R est semi-continue inférieu-
rement (s.c.i) au point xo, i pour chaque suite (x,) C €, telle que x, — xo, on

a
F(xo) < liminf f(z,).

2. Une fonctionnelle f : X — R est dite faiblement semi-continue inférieurement

(f.s.c.i.) au point xy, si pour chaque suite (x,) C 0, telle que x, — xo, on a
F(wo) < limin f(z,).

3. On dit que f est semi-continue supérieurement (s.c.s.) au point o, si pour toute

suite (x,) C Q, telle que x,, — xg, on a

f(w0) > limsup [ (z,).

n—oo

4. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement au point xqy, si pour toute

suite (x,) C Q, telle que x,, — xo, on a

F(0) > lim sup £ ().

n—oo

Exemple 1.1. Soit la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert H comme suit

J:iu— ||u||2,

alors, J est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.). En effet, soit (u,), telle que
U, — U, ON Montre que

2 . 2
[l < Timinf fluy|*.

6
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On a

|lun — uH2 = (up —u,u, —u)

= Nuall® = 2(un, w) + |Jul® > 0,

et comme H =H et u, — u, donc
Vu € H : (tn,u) — (u,u) = ||ul)?.
Alors
lwnll® = [Jull?, Vn €N,
il résulte que
|ul]* < liminf ||u,|]?.
n——+0o
Remarque I.1. 1. Il est facile de voir que si f est continue en xq, alors f est (s.c.s.)
et (s.c.i) et inversement.

2. Si f est faiblement continue en xo, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.

I.1.4 Opérateurs différentiables

Définitions et propriétés fondamentaux
La dérivée au sens de Fréchet

Soient X et Y deux espaces de Banach, U un ouvert de X.

Définition 1.9. Soitu e U et F : U — Y. On dit que F est différentiable au point u, s’il

existe une application linéaire continue A € L(X,Y'), telle que si on considére
R(h) = F(u+h) — F(u) — A.h, pour h € X, petit.

Alors

h
}‘TELH) — 0, lorsque ||h|| — 0,

c’est-a-dire
Ve >0, 30 >0, tel que si ||h]|x <9, alors ||R(h)|ly < e|lh]x.

Si une telle application A € L(X,Y) existe, elle est forcément unique. On note par

/

A=dF(u) = F (u).

7
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Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F' en u, ou encore application linéaire
tangente a F en u. En l'absence de précision supplémentaire différentiable signifiera dans
la suite différentiable au sens de Fréchet.
Exemples I.1. 1. St F(u) = c. Alors F' Fréchet différentiable et dF(u) =0, Yu € X.
2. SiAe LIX,)Y) Alu+h) — A(u) = A.h et donc dA(u) = A, Yu € X.
3. Si X = H est un espace de Hilbert et F(u) = |lu||* = (u,u), alors

dF(u)h = 2(u, h).

Proposition 1.3. [8]

i) Soit F' et G deux applications de U vers Y. Si F' et G sont différentiables en u € U.
Alors Y\, i réels, \F + pG est différentiable en u, et

d(AF + pG)(u) = MdF (u) + pdG(u),

i) Soit X, Y, Z trois espaces de Banach, U un ouvert de X, V un ouvert de Y. Soit
F:U—=YetG:V — Z tels que F(U) C V. Si F est différentiable en u et G est
différentiable en v = F(u), alors G o F' est différentiable en u et

d(Go F)(u) = dG(v) o dF (u), v= F(u),
c’est-a-dire
d(G o F)(u)h = dG(v)[dF (u)h].
La différentielle de Go F' est donc la composition des applications linéaires continues
dF (u) et dG(v), pour v = F(u).

Différentiabilité au sens de Gateaux

Commencons par définir la notion de dérivée directionnelle.

Définition I1.10. Soit FF : U — Y, uw € U. Soit v € X, v # 0. On appelle dérivée

directionnelle en u de F dans la direction v, notée 0, F(u), la limite lorsqu’elle existe.

9, F (u) :%E}%F(u—i_t? —F(u)

La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée partielle.
Si F' est Fréchet différentiable, alors pour tout v € X, la dérivée directionnelle dans la

direction v est donnée par

Oy F(u) = dF (u)v.
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En effet,
F(u+tv) = F(u) + dF (u)(tv) + R(tv).
Donc
F(u+ tvt) — F(u)  dF(u)w) + R(ttv)y
R(tv)

— 0, lorsque t — 0.

Définition 1.11. On dit que F : U — Y est Gateauz différentiable en u (G-différentiable
enu), s’il existe une application linéaire continue A de X vers Y, c’est-a-dire A € L(X,Y),
telle que pour tout v € X, la dérivée directionnelle de F' en u dans la direction v existe et
est égale a4 A(v), c’est-a-dire

F - F
0,F (u) = lim (u+ “;) () _ gw), t50 Vuex.

On vérifie, alors que, si une telle application A existe, elle est unique. On note

Proposition 1.4. [8] Si F' est Fréchet différentiable en u, elle est Gateaux différentiable
en u et
OcF(u) = dF(u).

La réciproque est fausse en général, méme en dimension finie.

On a un contre exemple.

Exemple 1.2. Soit F: R? -+ R

Flay) = | Ewel sty #0,
Y 0, siy=0.

La G-différentiabilité n’implique pas la continuité de F (alors que bien entendu la différen-
tiabilité au sens de Fréchet l'implique).
D’autre part, si on sait que F est C* au sens de Gateaur, alors F est Fréchet différentiable

sur U et les deux notions coincident et on a

Théoréme 1.3. [8] Soit F': U — Y wune application G-différentiable (U ouvert de X ). On
suppose que l'application v — dgF(u) est continue sur U. Alors, I est Fréchet différentiable

sur U et

dF (v) = dgF(v), Yv e U.

9
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Remarque 1.2. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de
Gateauz. Si on veut prouver que F est C, il suffit donc de prouver qu’elle est Gateauz

différentiable, puis de vérifier que la différentiable dgF est continue.

Proposition 1.5. [2] Soit X est un espace de Banach réel réflexif et soit J : X — R une
fonctionnelle. Si J' existe (Gateau-différentiable) et J est fortement continue ou compacte,

alors J est faiblement continue.

Opérateur de Nemytskii

Soit 2 un domaine borné de R et soit f une fonction de 2 x R — R,
(x,8) — f(z,s), Vee, seR.

Définition 1.12. On appelle opérateur de Nemytskii associé a f, l'application Ny qui a

une fonction mesurable u définie sur 0 associe la fonction v = N¢(u) définie sur Q par
v(x) = f(z,u(x)), Ve
Dans la suite, on confond Ny et f et écrirons v = f(x,u).

Proposition 1.6. [8] Soit Q un domaine borné de RN, et f une fonction continue de Q x R

dans R. Alors l’application

Ny :C(Q) — C(9Q)
U = Nyu

définie par Nyu(x) = f(x,u(z)) est continue et borné de C(2) vers C(€2).
Preuve.

Etape 1 : N 7 est bien défini. En effet,
soit la suite (z,) C ©, on supposons que x,, — =, quand n — 4-00.

Comme u est continue sur €, ¢’est-a-dire
(T, u(zn)) = (z,u(z)) dans Q x C(Q).
Alors d’apres la continuité de f au point (z,u(z)), on a
Nyuw(zy) = f(an, u(x,)) = f(z,u(r)) = Npu(z), quand n — +o0.

Etape 2 : Ny est borné.

Soit K C C() est une ensemble bornée, on montre que Ny(K) est bornée dans

C(9). Clest-a-dire
dM >0, tel que Vu € K : |[Nyullc < M. (%)

10
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Comme K est une ensemble bornée dans C(€2), alors
AR > 0,Vu € K : ||ul]lc < R.

D’apres la continuité de f, alors on a
[f(z,u(@) < sup |f(r,y)| < M.
(T,y)EQX[—R,R]
Donc

| Nyullc = sup lf(T,y)] < M,
(1,9)€QX[—R,R]

c’est-a-dire (x) est vérifié.

Etape 3: N ¢ est continu, en effet.

Puisque f est continue uniformément sur les ensembles compacts de la forme

{(z,y) € Qx C(Q) : ly — u(w)] < 1},

pour u € C(Q2), alors Ny est aussi continue sur C(£2) (voir[7]).
]

Proposition 1.7. [8] Soit X un espace de Banach, et F' une application de X vers R, soit
u € X. On suppose que

F(u) = inf F(v),
c’est-a-dire
F(u) < F(v), Yv € X.

Alors, si F' est Gateauz-différentiable en u, on a

Définition 1.13. Soit uy € X. On dit que ug est un minimum local pour F, si il existe
0 >0, tel que
F(up) < F(v), Yv € B(ug,9).

On a, alors

Proposition 1.8. [8] Soit ug € X, un minimum local de F. Alors si F' est Gateaua-

différentiable en ug, alors

deF(Uo) =0.

11
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Définition I.14. Soit J : X — RU {+oc}. On dit que J est coercive, si
J(u) = +o0, lorsque ||z|| — +o0.

C’est-a-dire

VA >0,3B >0, tel que ||u|| > B entraine J(u) > A.

Définition 1.15. Soit J une fonctionnelle différentiable de X vers R. Un point u € X est

dit critique pour J, si et seulement si
dJ(u) = 0.

Définition 1.16. On appelle valeur critique de la fonctionnelle J de classe C1 définie sur

X, un nombre c € R, tel qu’il existe u € X, tel que

J(u)=¢, dJ(u)=0.

I.1.5 Opérateurs monotones et fortement monotones

Définition 1.17. Lopérateur A : X — X' est appelé monotone, si pour tous x,y € X, on

a
(A(z) — Aly),z —y) 2 0.
Définition 1.18. L’opérateur A : X — X' est appelé strictement monotone, si
(A(x) — A(y),x —y) >0, Ve,ye X, x#v.
Définition 1.19. L’opérateur A : X — X' est appelé fortement monotone, si
(A(z) = A(y), 2 —y) = clle = ylDllz —yll, Yo,y e X.

Ou c(t) est une fonction continue positive définie pour t > 0, telle que ¢(0) =0, et c¢(t) > 0
pour tout t > 0, c(t) = 400 pour t — +o0.
En particulier, si ¢ = I, alors opérateur A : X — X' est fortement monotone, s’il existe

une constante C' > 0, tel que
(A(x) = A(y),x —y) = Clle —ylI*, Va,yeX.
Définition 1.20. [11] L’opérateur A : X — X' est dit coercif, si pour tout v € X
(A(z), z) = v(||=])]l]l,
ou y(x) est une fonction définie pour x > 0, telle que y(x) — +00 pour t — oo.
Lemme I.1. [11] Tout opérateur A : X — X' fortement monotone est coercif, avec
() = e(x) = [[AO)]]

12
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I1.1.6 Les espaces L”

Dans la suite, 2 désigne un ouvert de RY muni de la mesure de Lebesgue dz et on

désigne par L'(2) I'espace de fonction intégrables sur 2 a valeur dans R. On pose

£l = [ 1F@)lda, ou £l = [ 1£1

Théoréme 1.4. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)[4] Soit (f,) une

suite de fonctions de L*. On suppose que

a) (fu(z)) = f(z) p.p sur .

b) Il existe une fonction g € L'(Q), telle que pour chaque n, |f,(z)] < g(x) p.p sur Q.
Alors
feLl Q) et |[fo—flln =0, n— oo

Théoréme 1.5. (Théoréme de Fubini)[4] Soit Q) et Qy deux ouverts dans RY et soit
F : Q xQy — R une fonctionnelle mesurable, on suppose que F € L'(Qy x Q). Alors pour
presque tout x € €y,

Fla,y) € L) et [ Fla.y)dy € L().
De méme pour presque tout y € €y,

F(z,y) € LL(Qy) et A F(x,y)dx € L;(Qg),

de plus, on a

/dm/ F(z,y)dy = /dy F(z,y)dx
Ql QQ QQ Q1

= // F(z,y)dzdy.
legg

Définition 1.21. Soit p € R avec 1 < p < o0, on pose
LP(Q)={f:Q =R, mesurable et |f|P € L*(Q)}.

On note || fllr = (fo |f(x)|pdx)% , et ||.||l» est une norme.

13
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Définition 1.22. On pose
L) ={f:Q— R, mesurable et 3C : |f(x)] < C p.p sur Q}.

On note
[ fllee = inf{C : |f(z)] < C, p.p sur Q}.

Théoreme 1.6. [4] L’espace LP est réflexif pour 1 < p < oo et son dual est L9, tel que
1,1 _
Lyloy

Théoréme 1.7. (Inégalité de Cauchy-Schwartz)[4] Soit [ et g € L*(Q2). Alors on a

Lo < (L) (f1o)"

I.1.7 Théoreme classique de compacité

Théoreme 1.8. (Ascoli-Arzéla)[11] Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un
espace métrique compact (X, d) et a valeurs réelles. On suppose que la suite (f,) a les deux

propriétés suivantes

1. (fn) est équicontinue, c’est-a-dire
Ve > 0,3n > 0,Ve,y € X,Vn € N:d(z,y) <n = |fu(z) — fu(y)| <&,

2. La suite (f,(x)), est bornée pour tout x € X. Alors, il existe une sous-suite de (f,)

qui converge vers une fonction continue f dans C'(X,R).

1.2 Théorie spectrale

1.2.1 Espace de Hilbert

Soit H est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire (.,.).

[.2.2 L’opérateur adjoint et auto-adjoint

Définition 1.23. Soit H un espace de Hilbert, X un espace de Banach et X' le dual de X .
On note par (.,.) a la fois produit scalaire de H et de la dualité entre X et X', c’est-a-dire

la fonctionnelle bilinéaire sur X' x X défini par
(v',v) =o' (v) pour tout v' € X', v e X.

14
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Proposition 1.9. [9] Pour chaque opérateur linéaire borné A : H — X, il existe un unique

opérateur linéaire borné A" : X' — H, tel que
(A(u),v") = (u, A'(V")), pour tout uweH et v €X'

Définition 1.24. L’opérateur A’ donné par la proposition ci-dessus est appelé opérateur

adjoint de A.

Définition 1.25. Un opérateur linéaire borné A : H — H est dit auto-adjoint, si A = A',
c’est-a-dire

(A(u),v) = (u, A(v)), Yu,veH.
Définition 1.26. Un opérateur linéaire A : H — H est dit positif A > 0, si

(A(u),u) > 0 pour tout u € H.

I.2.3 L’opérateur racine carrée

Définition 1.27. Soit H un espace de Hilbert et A : H — H un opérateur positif auto-

adjoint, un opérateur positif auto-adjoint B : H — H est dit la racine carrée de A, si

B? = A, on note A:.

Proposition 1.10. [9] Pour chaque opérateur positif auto-adjoint A, la racine carrée B de
A existe et est unique. De plus, si A est compléetement continu, alors B est compléetement

continu aussi.

Proposition 1.11. [9] 57 A: H — H est un opérateur positif et auto-adjoint, alors
|(Au, v)]* < (Au, u)(Av, v).

I.2.4 Valeurs propres et vecteurs propres d’opérateurs compacts

Théoréme 1.9. [11] Si A est un opérateur compact, le sous-espace propre X, associé d la

valeur propre A # 0 de A est de dimension finie.

Théoréme 1.10. [11] Soit A un opérateur compact sur X, alors pour tout ¢ strictement
positif, il ne reste dans le plan complexe (ou sur la droite réelle) en dehors d’un disque

IA| < e qu’un nombre fini de valeur propre de A.

15
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Valeurs propres et vecteurs propres d’opérateurs linéaires auto-adjoints com-
pacts

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint compact sur H. On connalt
déja beaucoup de choses sur les valeurs propres et les vecteurs propres d’un tel opérateur,

entre autres.
Théoréme 1.11. [11] Si A est non nul, il admet au moins une valeur propre non nulle.

Théoréme 1.12. [11] Tout opérateur linéaire compact A a toutes ses valeurs propres réelles
et appartient dans [m, M|, oi
m = Hiﬂlfl(Aa:,x), M = sup (Az,z).
zi= llzll=1
Si M est non nul, c’est la plus grande valeur propre de A, si m est non nul, c’est la plus

petite valeur propre de A.

Corollaire 1.2. [11] Si A est un opérateur linéaire auto-adjoint compact sur H, on a
|Al| = |A1], ot Ay est la plus grande (en module) valeur propre de A, en particulier, cela
est vrai pour toul opérateur auto-adjoint dans un espace euclidien (c’est-a-dire, espace de

Hilbert de dimension finie).

Théoréme 1.13. [1] Supposons que A est un opérateur linéaire compact, symétrique et

A #0. Alors ||A|| ou —||A| est une valeur propre de A.

1.2.5 Décomposition spectrale d’opérateurs auto-adjoints com-
pacts

Théoréme 1.14. (Théoréme de Hilbert-schmidt)[10] Pour tout opérateur linéaire
compact auto-adjoint A dans un espace de Hilbert séparable H, il existe un systéme ortho-
normé (ex) de vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles (ey), tel que tout
élément u € H peut s’écrire de maniére unique, sous la forme

/
u:chek—i-u,
k

ouu' € ker A, c’est-d-dire Au' =0, en outre
Au = Z )\kckek,
k

et si la suite (ey) est infinie, on a

k—+o0
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Corollaire 1.3. [11] Si l'opérateur auto-adjoint compact A est inversible, ses valeurs propres

peuvent former une base dans H.

Corollaire 1.4. [11] Si A est un opérateur auto-adjoint compact sur un espace de Hilbert

séparable H, il existe dans H une base orthonormée formée des vecteurs propres de A.

Corollaire I.5. [11] Si A = 1_131 A, (au sens de la norme de L(X,Y)), ot les A, sont

des opérateurs compacts ou de dimension finie, A est un opérateur compact.
Définition 1.28. Soit A € L(X). L’ensemble résolvant est

p(A) ={N e R, (A—X\) est bijectif de X surX}.

Le spectre o(A) est le complémentaire de l’ensemble résolvant o(A) = R\ p(A).

On dit que X est valeur propre et on note A € VP(A), si
N(A—XI) #0.
N(A — XI) est lespace propre associé a A ou N est noyau de A, c’est-d-dire ker A.
Il est important de retenir que si A € p(A), alors (A — AI)~' € L(X).

Remarque 1.3. 1] est clair que VP(A) C 0(A), en général l'inclusion est stricte (sauf si
dim(A) < o0), car alors VP(A) = o(A)), il peut exister A, tel que

N(A— ) =0, et R(A— ) # X,
ot R est image de A.
Proposition 1.12. [4] Le spectre o(A) est un ensemble compact et
o(A) C[= [T A AN

Théoréme 1.15. [4] Soit A: X — X un opérateur compact, avec dim(X) = oo,

alors, on a
- 0€oa(A),
- o(A)\0=VP(A)\0,
- l'une des situations suivantes
a) ou bien o(A) = {0},
b) ou bien o(A) \ {0} est fini,

c) ou bien o(A)\ {0} est une suite qui tend vers 0.

17



CHAPITRE I1

EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR BVP PAR
PRINCIPE DES OPERATEURS FORTEMENT
MONOTONES

II.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I'existence des solutions du probleme aux limites du second

ordre suivant !

—u'(z) = f(z,u(z)), =€][0,1],
{ u(0) = u'(1) = 0. (I1.1)

Ou f:1]0,1] x R — R est continue.
Dans cette partie, en utilisant le principe des opérateurs fortement monotones , on établit
des conditions suffisantes sur f qui sont en mesure de garantir que le probleme aux limites

(I1.1) possede une solution unique, ou au moins une solution non nulle.

I11.2 Préliminaires

Dans cette section, on donne quelques notations et lemmes qui sont nécessaires par la

suite. Soit C'[0, 1] 'espace de Banach réel usuel muni de la norme
|ul|c = max |u(x)|, pour tout u € C'[0,1].

z€[0,1]

L*]0,1] dénote I'espace de Banach réel réflexif usuel muni de la norme

L 1
u||z2 = (/0 |u(x)\2dx> ’ , pour tout u € L*[0,1],

1. D’apres : Fuyi Li,Zhanping Liang, Qi Zhang (2005)
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CHAPITRE II. EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR BVP PAR PRINCIPE DES OPER_ATEURS
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qui est aussi un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire
1
(u,v) = / u(z)v(z)dx, pour tous u,v € L*[0,1].
0

Il est bien connu que la solution du probleme au limite (II.1) dans C? [0, 1] est équivalente

a la solution de 'équation intégrale suivante dans C'[0,1].

1
u(z) = / G(z,8) f(s,u(s))ds, =€ 0,1]. (IL.2)
0
Ou G : [0,1] x [0,1] — [0, 1] est la fonction de Green associée au probléme linéaire

{ —u' (z) = 0, x € [0,1],
u(0) =u (1) = 0.

. rz, 0<xr<s<,
G(x,s):mm{:c,s}:{s 0<s<z<l

On définit les opérateurs K, Ny : C'[0,1] — C'[0, 1] respectivement par
1
Ku(z) = / G(z, s)u(s)ds, =€ [0,1], Yue C[0,1], (11.3)
0

Nyu(x) = f(z,u(z)), =€][0,1], Yue C[0,1].

Alors I’équation intégrale (I1.2) est équivalente & 1’équation opérationnelle
u= KNyu.

Remarque I1.1. 1] est facile de voir que
i) G :[0,1] x [0,1] — [0, 1] est une fonction continue et positive,
it) G(x,s) = G(s,x), pour tout x,s € [0, 1],
ii%) max  G(z,s) =1,
(z,8)€[0,1]x[0,1]
Lopérateur K défini dans (I1.3) peut également étre défini sur L?[0,1]. En effet, on a les
lemmes suivants

Lemme II.1. 1. K : L*0,1] — C]0, 1] est un opérateur linéaire complétement continu,

2. K : L?0,1] — L*0, 1] est également un opérateur linéaire complétement continu.
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Preuve. (1)

Etape 1 : K est bien défini.
Pour tout £ > 0 donné, puisque le noyau G est continue sur [0, 1] x [0, 1], il existe
d > 0, tel que |G(z1,s) — G(xq,s)| < €, pour tous x1, za, s € [0, 1] avec |z — x5] < 9,

il s’ensuit que

| Ku(zy) — Ku(xs)| = /Ol(G(xl, s) — G(xq, $))u(s)ds (I1.4)
< [ NG 5) = Glas,)llu(s)lds
< 5/01 |u(s)|ds
< ellul| 2.

Ceci implique que Ku € C[0,1].

Etape 2 : K est continu.
Pour tout u € L?[0,1], on a

|Ku(z)| = /01 G(z, s)u(s)ds (IL.5)
< [ luts)lds
1
< ([ jutspas)
= lullz>, = €10,1]
Et il découle de (I1.5) que
|Kulle < llullze, e L20,1] (1L6)

De puis, il est facile de voir de (I1.6) et la définition de K que K : L?[0,1] — C[0, 1]
est linéaire et continu.

Etape 3 : On montre que 'ensemble K(S) est précompact, ott S C L?[0, 1] est une
partie Bornée. Alors il existe M > 0, tel que ||u||r2 < M pour tout u € S,
c’est-a-dire

S ={ue L0,1], Jul, < M}.
11 résulte de (I1.6) et (I1.4) que K(S) est une famille uniformément bornée et équi-

continue sur [0, 1].
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Selon le théoreme d’Ascoli-Arzela, K (S) est une partie précompacte de C[0, 1]. Par
conséquent, K : L?[0,1] — C[0,1] est complétement continu.

(2) Puisque C[0, 1] s’injecte de maniére continue dans L?[0, 1], ¢’est-a~dire
L20,1] & o, 1] <& 12)0, 1],

alors

ioK =K :L%0,1] — L*0,1].

est aussi completement continu.
|

Lemme I1.2. (Ku,v) = (u, Kv) pour tous u,v € L?[0,1], c’est-a-dire que K est symé-

trique.

Preuve.

Pour tous u,v € L?[0,1], on a

// |G (x, s)u(s)v(x)|dsdx

IN

/ / lu(s)v(x)|dsda

< HuHLszHLz < +o0.

Alors d’apres le théoreme de Fubini et(4) de la remarque (II.1), on a

(Ku,v) = /01 { OlG )ds]v(m)dx
= /01 0 G(z, s)u(s)v(x)dsdz
_ /Olu(s)[/ol Gls, )0 )dx}ds
= (u, Kv)
|
Corollaire II.1. i) Il est facile de voir que toutes les valeurs propres de l'opérateur K

sont {W}:l, celles qui ont les fonctions propres orthonormales correspon-
dantes {ex}32, = {V2sin((2k — )72 /2)},.
i) Puisque K est linéaire complétement continu et symétrique par le lemme 11.1 et 1.2,

d’apres le théoreme de Hilbert-Schmidt K vérifié les formules suivantes

= (u,er)er, u e L*0,1], (IL.7)
k=1
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ull> =" [(u, en)?, we L?[0,1], (IL8)
k=1
Ku = k; m(% ex)er, uw € L7[0,1]. (I1.9)

Remarque I1.2. D’aprés les lemmes 1.1, I1.2 et (I1.9) que K : L?[0,1] — L*0,1] est
positif, linéaire, borné et symétrique, donc K'/? : L2[0,1] — L?[0, 1] la racine carrée positive
de K existe et unique, il est également linéaire, bornée et symétrique avec | K'/?|| = || K||'/2.

En outre, on peut également prouver que K'/2L*[0,1] — C[0,1] est complétement continu.

Lemme I1.3. K2 : [2[0,1] — C[0,1] est un opérateur linéaire complétement continu,

alors K'/2 . L2[0,1] — L2[0,1] est aussi linéaire complétement continu.

Preuve. De (I1.9) K'/2: L2]0,1] — L?[0, 1] est de forme suivant

it 2
KV =% m(u, er)er, u € L2[0,1]. (I1.10)
k=1

Pour chaque u € L?[0, 1] donnée et n, p deux nombres naturels, de (I1.8) et

lex(7)] < v/2 pour tout z € [0,1],k = 1,2, ..., nous avons

Tl+p 2 n+p 2\/§
————(u,ep)er(z)] < W2 o)
kzzn:ﬂ 2k = Dym k=zn;rl (2k —)m
nip 8 12 nZer , 1/2
= T (.0
poy (2k — 1)272 et
n+p 8 1/2
< | X o) I el
k=n+1

Il s’ensuit que

n+p n+p 1/2
S 2w < ( > (%_Sw) Jull =0, (IL11)

k=n+1 k=n+1

n — oo.

Par conséquent la série > 32, (Zk%l)w(u,ek)ek(x) converge uniformément avec respect de
r €1[0,1] et K'Y?u e C[0,1].

En autre, il est facile de voir de (IT.11) que

s 8

1/2
| K 2| < (Z (2’?—1)%2) Jul] = ||lull, we L*[0,1]. (I1.12)
k=1
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On prend
” 2
Tou=Y —— , L*[0,1], n=1,2....
u kZ::l 2k — 1)W(u,ek)ek u € L7[0,1], n
Alors T, : L*[0,1] — C0, 1] est un opérateur linéaire complétement continu, n=1,2,..., et il
s’ensuit de (I1.10) et (I1.11) que
> 8

1/2
T, — KY?|| < R — -0, n—
H || = (k%;l (2/{: . 1)27T2) , n o0

Alors, K'/2: L?[0,1] — C[0, 1] est un opérateur linéaire complétement continu et
K% . L[2[0,1] — L?[0,1] aussi est un opérateur linéaire complétement continu puisque
C0,1] < L*[0,1].

Remarque 11.3. I s’ensuit de (11.10) et (11.7) que

> 2
(Kl/zuvu) = Z mKu?ek”Qv u € L2[O, 1].
k=1

D’aprés ¢ca et (I1.8), on obtient que K'?u # 0 pour tout u € L?[0,1] avec u # 0. Par

conséquent K'?uy # K'?uy pour tous uy,uy € L?[0,1] avec uy # us.

Théoréme I1.1. (Principe des opérateurs fortement monotones)[1] Soit (X, ||.||)
un espace de Banach réel réflexif. Supposons que T : X — X' est un opérateur continu et

il existe une constante C' > 0, telle que

(Tu — Tv,u —v) > Cllu—v|>, Vu,ve X,

Alors T : X — X' est un homéomorphisme entre X et X'.
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II.3 Résultats principaux

Dans cette partie, on s’occupe de 'existence d’une solution pour 1’équation (II.1). On

utilise le principe des opérateurs fortement monotones.
Lemme I1.4. i) L’équation opérationnelle
u = KNyu, (I1.13)
admet une solution dans C0, 1], si et seulement si, [’équation opérationnelle
v=K"Y2N; K%y (11.14)

admet une solution dans L*[0,1].
it) L’unicité de solution pour les deux équations ci-dessus est également équivalente.

iii) Si (II.14) a une solution non nulle dans L*[0,1], alors (II.13) admet aussi une

solution non nulle dans C10,1].

Preuve.

i) Soit u € C10, 1] une solution de (II.13), c’est-a-dire

u = KNf’LL,

alors, on a

K'?N;KNju = KY?N;K'Y?K'Y?Nu
= K'Y2N;K'Y* (K'Y Nu).
Donc v = KY2N;u € C[0, 1] < L?[0, 1] est une solution de (I1.14).

D’autre part, soit v € L?[0, 1] solution de (I1.14), c’est-a-dire

v=KY2N;K"?,

alors
K'Yy = K'2KYVAN; K'Y = KNp(K'Y?0).

Donc, u = K2y € €0, 1] est une solution de (I1.13).
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%) Supposons que (I1.13) a une unique solution u dans C[0, 1] et soit vy, vy dans L?[0, 1]

a la fois solutions de (II.14), c’est-a-dire
Vv = Kl/QNle/gvl et Vg = KI/QNle/Q’UQ,
et puis
K'Y20; = KN;KY20, et KY?0y = KNy K20y,

alors, on a K'/2v; et K'/?vy sont deux solutions de (I1.13) et il s’ensuit & partir de
I’hypothese que
K'Y, = KY?0y = u,

donc
v, = K'YV2N K'Y,
— Kl/ZNle/QUQ

= V2.

D’autre part, supposons que (I1.14) a une solution v dans L?[0, 1] et soit u; et uy

dans C'[0, 1] deux solutions de (II.13), c¢’est-a-dire
uy = KNyuy et ug = K Nyus,

alors
K'Y Npuy = K'?NKVPKYP Ny,

et
KY2Njuy = KAN;KY2KY2 Njus,

donc KY2Njuy et KY2Njuy sont deux solutions de (I1.14). 11 résulte de 'hypothese

que
K'Y2Npuy = K2 Njuy = v.
Donc
uy = KNf’LLl
= K'’N;K"u
— KI/QNfK1/2u2
= U3.
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iit) 11 ressort de la preuve de i) que si v € L*0, 1] est une solution de (I1.14), alors
K2y est une solution de (I1.13) dans C[0, 1]. Par conséquent, la remarque (II.3)

donne la conclusion.
[ |

Théoréme I1.2. Supposons que pour chaque x € [0,1], f(z,u) est une fonction décrois-
sante en u, c’est-a-dire f(x,uy) > f(x,us) pour tous uy et uy dans R avec uy < ug. Alors

le probléme auz limites (II.1) admet une solution unique dans C*[0, 1.

Preuve. Il résulte du lemme I1.4 que 1’équation opérationnelle (I1.13) a une solution unique
dans C0, 1], si et seulement si, (I1.14) a une unique solution dans L?[0, 1], par conséquent,
il est équivalent de dire que I’équation opérationnelle 7v = 0 a une unique solution dans
L2[0,1] avec T = I — KY2N; K'/2.

Etape 1 : On montre que 7" est continu.
D’apres le lemme 11.3, K/2 : L2[0,1] — C[0,1] < L?[0,1] est continu, donc T : L?[0,1] —

L]0, 1] est aussi continu.

Etape 2 : D’aprés le théoréme I1.1, il est seulement nécessaire de vérifier que T est un
opérateur fortement monotone. En effet, pour tous u et v dans L?[0, 1], puisque f(z,u) est

une fonction décroissante en u pour chaque z € [0, 1], on a

(N, K20 — Ny KV, KV — KYV2) = /l[f(x,Kl/Qu(x))
0
—flz, K20 ()| [KYu(z) — KY?0(z)]dz < 0.
Et en utilisant le lemme I1.2, on a
(Tu —Tv,u—v) = (u—v—KYV2NKY 204+ K'Y2NKY 0,0 — )
= = ol — (KY2(N K20 — NyKY20),u— )
= |ju—v|22 — (N;KY?u — Ny K20, KY20 — KY?0)

2 HU_UH%% ’U,,UGL2[0, 1]

Ainsi T est un opérateur fortement monotone. Alors le théoreme II.1 implique que Tv = 0

a une unique solution v* dans L?[0,1].
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C’est-a-dire

vF = Kl/szKl/Q’U*.

Corollaire I1.2. S’il existe une constante a € [0,7%/4), telle que
[f(z,u) — f(z,v)][u—v] <alu—ov|*, pour tous x € [0,1],et u, v € R,
alors, le probléme auz limites (I1.1) admet une solution unique dans C?[0,1].

Preuve. De la méme manieére que dans la preuve du théoreme II.2, il est seulement néces-

saire de noter que pour tous u,v € L*[0, 1]

(N; K20 — Ny KV, K20 — KYV20) = /Ol[f(x, KY2u(x)) — f(x, KY?0(2)][KY?u(x)
— K'Y %0(z))dx

1
< a [ K- 0)(@)de
0
= all KV (u )|
4a 4
< Slhu— vl (car (K222 = | Kz < ).

Et puis

(Tu — Tv,u —v) (u—v— KN KV + KYAN KY 0,0 — o)

lu—v||22 — (N;KY2u — NyKY20, K'Y — KY20)

v

4a
lu — |72 — —llu— v||7:

4a
<1 _ 7T2>||u 0|2, we L20,1].
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CHAPITRE III

EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR BVP PAR
LA THEORIE DE POINT CRITIQUE

III.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie I'existence de solution du probléeme aux limites précédent.

{ —u"(2) = f(z,u(x)), x€[0,1],
u(0) =u/(1) =0.

Ou f:[0,1] x R — R est continue.
Tel que, on y discuter les techniques de recherche de points critiques pour des fonctionnelles

sur un espace de Banach.

II1.2 Préliminaires

Dans cette section, on rappelle quelques lemmes essentiels et quelques théoremes de

base comme le lemme de col et théoréme de minimisation qui sont nécessaires par la suite.

Lemme IT1.1. Soit ¢(u) = f, JU) ¢ (2, v)dodz, u € C[0,1]. Alors

i) ¢ : C[0,1] — R est Fréchet différentiable sur C[0,1] et
(¢'(w)(w) = (Nyu,w) = [y flz,u(x))w(z)dr pour tous u,w € C[0,1].

i) ¢ o K% : L%0,1] — R est Fréchet différentiable dans L*[0,1] et
o V) = v pour tout v € , 1.
K1/2 ! K1/2NfK1/2 L2[0.1
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CRITIQUE I11.2. PRELIMINAIRES

Preuve.

i) Pour chaque u € C[0, 1]. On définit une fonctionnelle linéaire bornée
h(w) = (Nju,w) = /01 f(z,u(z))w(z)dz pour tout w € C|0, 1].
Alors
1 pu(z)+w(z) 1
o(u+w) — o(u) — h(w) = /0 /u(x) f(z,v)dvdx —/0 [z, u(z))w(z)de
= /01 flz,u(z) + w(x))w(x)dx — /01 f(z,u(z))w(r)de
= /Ol[f(:c,u(:c) + Ow(x)) — f(z,u(z))|w(x)dx, w e C|0,1],

tel que 0 € (0,1). Et puisque f est continue dans [0, 1] x [—||ullc — 1, ||u|lc + 1], on

a

. /1[f($>u($) +0w(x)) — f(z,u(z))]w(r)dr = 0.

lim
lwllc—0 [|wl||c Jo

Alors, ¢ est Fréchet différentiable dans C[0,1] et (¢ (u))(w) = h(w) = (Nju, w)
pour tous u,w € C[0, 1].

ii) Par la régle de la chaine pour les dérivés de l'opérateur composite, il s’ensuit que la
fonctionnelle ¢ o K'/2 est Fréchet différentiable sur L2[0,1] et

(0o KY%) (v) = ¢ (KY?0) o KY?  pour tout v € L?[0,1].

Cest

/

(K'%v) o K'/?) (k)
(K 20)) (K 2k)

(9o K2 ()(k) = (¢
= (o
(N
(

/

K'2N; Kl/Qv k), pour tous v,k € L*[0,1].

Alors
(oo K% (v) = KY2N;KY?v pour tout v € L*[0,1].
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Théoréme III.1. [10] Soit X un espace de Banach réflexif et J : X — R U {+o0}. On

suppose
i) J coercive et J # +o0, c’est-a-dire | lﬁm J(u) = 400,
ul|—o0

it) J s.c.i pour la convergence faible. Alors il existe u € X, tel que
J(u) = gg)f( J(v) (< +00).
Si de plus J est Gateauz-différentiable en u, alors dgJ(u) = 0.

Définition II1.1. (Suites de Palais-Smale) Soit J une fonctionnelle de classe C sur
un espace de Banach X. On dit qu’une suite (uy,)nen est de Palais-Smale pour la fonction-
nelle J, st

|J(u,)] <C, YVneN ou CeR',

|ldJ(u,)|lx» — 0 lorsque n — +oc.
Définition II1.2. (Condition de Palais-Smale) On dit qu’une fonctionnelle J définie
sur un espace de Banach X vérifie la condition de Palais-Smale, si de toute suite de Palais-
Smale on peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans X (la limite est alors
un point critique). En d’autres termes, J vérifie (P.S) (écriture abrégée pour J vérifie la
condition de Palais-Smale), si¥V(up)nen une suite de X, telle que

[J(ua)l < C
|dJ(u,)| — 0, dans X .

On peut extraire de (uy)nen une sous-suite qui converge fortement dans X.

Théoréme I11.2. (Lemme de Col)[8] Soit X un espace de Banach réel et J € C'(X,R)
satisfait la condition (P.S). Supposons que

i) J(0) = 0.
ii) 1l existe p >0 et o > 0, tel que J(u) > a pour tout uw € X avec ||u|| = p.
ii) Il existe uy dans X avec |luq|| > p, tel que J(uy) < a.

Alors J posséde une valeur critique ¢ > «. De plus, ¢ peut étre caractérisée par
c=inf max f(u).
g€l uegl0,1] f( )

Oul'={g € C([0,1; E) : g(0) =0, g(1) = w}.
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II1.3 Reésultats principaux

Théoreme II1.3. Supposons que
/uf(x,v)d:v < Sut 4 b@)ul T+ efw), wE0,1], uER, (IIL.1)
0

ota € [0,72/4), v € (0,2), b € L¥7[0,1] et c € L'[0,1]. Alors le probléme aux limite (I1.1)

admet au moins une solution dans C*[0,1].

Preuve. D’apres le lemme (I1.4) il est seulement nécessaire de montrer que 1'équation
opérationnelle v — K*/2N; K/?v = 0 admet au moins une solution dans L?[0, 1].
Etape 1 : J est (f.s.c.i).

On considere la fonctionnelle J : L?[0,1] — R,
1
J(v) = 5(v,v) = (¢o KY?)(v), ve L?0,1], (I11.2)

ou ¢ est définie dans le lemme (III.1).
On montre que J est faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i). En utilisant le lemme
(ITI.1), on a

/

J(v):v—Kl/QNle/Qv pour tout v € L*[0,1].

1l résulte du lemme (I1.3) que KY2N;K'2: [2[0,1] — L2[0, 1] est complétement continu.
D’aprés la proposition (I.5), la fonctionnelle ¢(/K1/2) est faiblement continue, donc elle est
faiblement semi-continue supérieurement, et par conséquent —@(K*/?) est faiblement semi-
continue inférieurement.

Comme la fonctionnelle v — (v, v) est une fonctionnelle faiblement semi-continue infé-
rieurement (voir 'exemple (I.1) dans le chapitre I), on conclut que J est une fonctionnelle

faiblement semi-continue inférieurement sur L?[0, 1].
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Etape 2 : J est coercive.

D’apres 'hypothese I11.1, on a

K1/2
J(v) = =(v,v) / / f(z,u)dudx
1
> KY?v(2)d KY2(z) > de — d
> =8 [ IR ) P~ [ @) Ko@)~ [ e,

donc, par la remarque I1.2, corollaire 1.2 et I'inégalité de Holder, on obtient

Jw) = =(v,v) / /KI/2 f(z,u)dudzx
> ;(v,v) - 5/0 | K 20(2) Pda — /01 b(z)|KY?0(x) > Vdx — /01 c(x)dx

1 1 2 7/2 1 1*’}//2
> 21|v|y%2—g(K1/%,Kl/%)_(/ |b(x)|vd:v> (/ |K1/2v(x)|2d:v> — o
0 0
1
- Qﬂm@z—gnKuv>—bﬁsz»sz—c
1 4a
> ﬂﬂ%—zﬂﬂé—h() ol e

1 4a
o (= [ L R ) R e
7'[' ™

. 1 ) /2 L
Ot by = (i @) . oo = Jj ela)dr

Donc lim  J(v) = +oo. Par conséquent, selon le théoreme (I11.1), il existe vy € L?[0, 1],

lvll g2 —=+o0

tel que J'(vg) = 0, c’est-a-dire

v — KY2N K2, = 0.

Théoréme I11.4. Supposons que

Hy) Il existe p € (0,3) et M > 0, tel que F(x,u « Y f(x,v)de < puf(xz,u) pour tous
2 0

z€0,1] et |u] > M,
flew) w0 o f(ew) w

(Hy) limsup ———= < T et lim inf > T uniformément pour x € [0, 1].

u—0 u u——+o00 u

Alors, le probléme aux limites (I1.1) admet au moins une solution non nulle dans C*[0,1].

Preuve. Par (iii) du lemme (I1.4), on a besoin seulement de montrer que I’équation opé-
rationnelle v — K'/2N; K1/?v = 0 admet au moins une solution non nulle dans L?[0, 1]. On
considere la fonctionnelle J définie par (II1.2) et on va vérifier que J est satisfait toutes les

conditions du théoreme (II1.2) (lemme du Col).
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Etape 1 : J satisfait la condition (P.S).
Puisque F(z,u) — puf(x,u) est continue sur [0, 1] x [—M, M], il existe C' > 0, telle que

F(z,u) < puf(z,u)+C, x€]|0,1],u € [-M, M].
Par I’hypothese (H;), on obtient
F(z,u) < puf(z,u)+C, z€0,1], ueR. (I11.3)

Soit (v,) C L?[0,1] avec |J(v,)| < B pour tout n € N ot 8 > 0 est une constante et
J'(v,) = (I — KY2N;K'Y?)v,, — 0, on note que

(' (vn),vn) = (v — KY2N KV 20,,0,)
= |oal2e — (N;KY20,, KY?0,)  (car KY? est symétrique)
1
= ||Un||%2—/ [z, KV ?0,) KY %0, (2)da.
0

Donc
1
/ flz, Kl/Qvn)Klmvn(x)dx = [Jonll72 = (J'(vn), vn).
0
Il résulte de (II1.3) et la définition de J que

]_ 1
B2 0w) = llb— [ Fla K0, @)ds

1 1
> Slonlie = [ o K 20() K20, () —

1 /
= (5= 1) Il + (@), 0) = €

1 x
> (5= ) lenllts = wl S @)lelvalls = € me N

Puisque J'(v,) — 0, alors il existe Ny € N, tel que

1
B> (5 — W vallZe = lJvnllzz — C, Vn > Np. (I11.4)

Ceci implique que (v,) C L?[0,1] est une suite bornée.

En effet, supposons par 1’absurde que ||v,||z2 n’est pas bornée, c’est-a-dire

il = 00

Alors, d’apres I'inégalité (I11.4), on a

1 Cc+p
— — )| Vnl|2 £ 1 — ,
(2 )” ”L anHLQ

Vn > Nj.
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Donc par le passage a la limite quand n — 400, et en tenant compte 0 < p < %, on obtient
+00 <1 (ceci en contradiction).

Et comme v, — K'/?2N K 129, — 0, on peut en déduire que (v,) admet une sous-suite
convergente.

En effet, puisque K'/2 : 120, 1] — C[0, 1] est un opérateur complétement continu et la suite
(v,) est bornée, alors la suite (K'/?v,) admet une sous-suite convergente qu’on note sans
perte de généralité par (v,), ¢’est-a-dire (K*/?v,) — 4o, et comme N : C[0,1] — C[0, 1] est
un opérateur continu, donc (N;K2v,) — Nyyo. Comme K'/2 est continu aussi, on déduit
que

K'2N;K'Y%0, — K'Y*N;y,.

On pose u, = KY2N;K'Y?y,, alors u, — uy = KY?N;y, et donc v, — u,, — 0. Ceci
implique que v,, — ug, c’est-a-dire (v,) converge vers uy.
Etape 2 : J satisfait la premiére condition géométrique.

f(z,u) 2

< T uniformément par rapport a x € [0, 1], il existe

D’apres I’hypothése lim sup
u—0 u
e € (0,1) et § >0, tel que

f(z,u) < (1 —e)(n?/4)u, pour toutz € [0,1] et u € [0,d],

et
f(z,u) > (1 —&)(m*/4)u, pour tout x € [0,1] etu € [-0,0].

Il s’ensuit que
flz,u) < (1 =e)(m®/4)|ul, Yz €[0,1], |u < 0.

Par intégration, on obtient
F(e,u) /Ouf(x,v)dv < (1/8)(1 — e)n?ful? = € [0,1], W]u| < 6. (IIL5)
Soit p =& et a = 2ep®. Il s’ensuit donc de (I1.12) que
|KY 20|l < |jv]lg2 =0 =6, pour toutwv € OB,

ou

B, ={ve L2[0,1] : o] 12 < p}.
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Donc par (IIL.5), on a

1 1 pKY20(z)
Jv) = 5(1},7)) —/ / f(z,u)dudx (I11.6)
0o Jo
1 1
= 5(1},1})—/ F(z, KY?y(x))dx
0
oo Lo ot 2
> Slvllze — (=) [ (K v(x)) da
2 8 0
1 1
= Slvllz. — 501 = e)m (K2, K'/?v)
1 1
= —|lv||?. — =(1 — &)n*(Kv,v) (car K'/? est symétrique
2/
1 1 4 4
> Lol - L0 - 2w ol (ear K]0 < )
1
= 5e||v||%2, v € OB, (I1L.7)

1
impli inf > —gp? = .
Cela implique que ué%B,, J(v) > SEP=a> 0
Puisque K'/20 = 0 et a partir la définition de J, il est évident que J(0) = 0.
Etape 3 : J satisfait la deuxiéme condition géométrique.

flz,u) - 2

vy uniformément par rapport a z € [0, 1], il

D’autre part, a partir de lim inf
U——+00 u

existe ¢ > 0 et 7 > 0, tels que

7T2

flz,u) > Z<1 +e)u, x€][0,1], u € [r,+oo[.

2

Puisque f(z,u) — % (1 + €)u est continue sur [0,1] x [0, 7], donc il existe M > 0, tel que

7T2

flz,u) > Z(l +e)u—M, z€][0,1], uel0,T]

Ainsi, les deux inégalités impliquent que

2
Fx,u) > %(1 telu—M, zel0,1], u>D0.
Par conséquent,
of [ 1
F(z,u) d:f/ f(z,v)dv > §7r2(1 +e)u* — Mu, x € [0,1],u > 0. (II1.8)
0

Soit vg = v2sin Zz = eq, x € [0, 1]. Alors

2 Lo :
vo € L20,1], |[vo]| = </0 2sin 2:1:d:c> —1,
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et
1 T
K'YV24(x) = / G(z,5)V2sin §sds
0
T
= 3 2sin Zx
4
= p’l)g(ﬂ?) >0, pour tout x € [0,1].
Puisque

/ K2y, 4\/_

2

alors, il résulte de 1'équation (I11.8) que

1 1
J(svg) = 5(31}0,31)0) —/ F(z, sKY?v(z))dx
0
1 1
= 5(32)0,31)0) —/ F(x, KY?svy(z))dx
0
1 w2 1 1
< 582 — §(1 + 8)/ (KY2svy(x))2dx + SM/O K'Y 2uy(z)da
1 1 2
= 582—582(14— )+*7\/_M

1 44/2

= —58 +—Ms s> 0.

Donc J(svg) — —o0 et ||svg[z2 — +00 quand s — +oo. Alors, il existe un nombre assez
grand so > p de telle sorte que vy = sqvg € L2[0,1], vy & B,, et J(v1) < 0.
Ainsi, selon le lemme du Col, J admet une valeur critique ¢* > 0, c¢’est-a-dire. Il existe

v* € L?[0,1], tel que
Jw*) =¢*, J() =v" — K'2N;K"%* = 0.

Il est évident que v* # 0 puisque J(0) = 0.

Remarque II1.1. S’il existe p > 0 et A € (0,400], tel que

o T0)

U—00 |u|pu

= A, uniformément par rapport ax € [0,1], (I11.9)

alors Uhypothése (Hy) est satisfaite.
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En effet, soit p € (lerz’ ;) Il s’ensuit de (111.9) que

lim I flz,v)dv — puf(z,u) — i (fgL f(z,v)dv ,uuf(x,u))

U—>00 ‘u|Pu2 U—00 |ulpu2 ‘u|Pu2

=t (A - )

— lim f(:c,u)( 1 M)

Donc, il existe une constante M > 0, tel que
F(z,u) dif/ flz,v)dv < puf(x,u) pour tout x € [0, 1]et |u| > M.
0

C’est-a-dire (Hy) est satisfaite.
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II1.4 Exemples d’application

Dans cette section, on donne quelque exemples.

Exemple I11.1. On considere le probleme auz limites suivant

{ —u" (z) = au(x) + b(z)|u(z)P + c(z), z€[0,1],
u(0) =u'(1) = 0.

Ou a € [0,72/4), p€ (0,1), b et ¢ sont continues sur [0,1] et c(z) Z 0.
Il est facile de vérifier que (I11.1) est satisfait. Par conséquent, il découle du théoréme II1.3
que ce probléme auz limites admet au moins une solution dans C?[0,1]. Et il est facile de

voir que cette solution non nulle avec c(x) # 0.

Exemple II1.2. On a le probleme aux limites suivant

{ —u" (x) = au(x) + b(x) arctan u(z) In(1 + v?(z)) + c|u(z)[Pu(z), = € 0,1], (IT1.10)

u(0) = /(1) = 0.
Oua € [0,72/4), p, ¢>0,€ (0,1), b est continue sur [0, 1].
Il est évident que f(z,u) = au(x) + b(z) arctan u(z) In(1 + v?(z)) + clu(x)[Pu(z),

z € [0,1], u € R est impaire par rapport 4 u € R. Par un calcul, on a

2
lim sup M =a< W—, liminfM = 00,
u—0 U 4 u—+00 U
lim f(@,u) =c>0, wuniformément pour toutx € [0,1].

U——+00 |u’17u
Il résulte de la remarque (II1.1) que Uhypothése (Hy) est satisfaite. D’aprés le lemme de

Col, le probleme auz limites (II1.10) admet au moins une solution.
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a étudié un probléme aux limites d’ordre deux posés sur 'intervalle
borné [0, 1] par des méthodes variationnelles, ainsi la théorie des points critiques ainsi que

le principe des opérateurs fortement monotone.

Dans un premier temps, on a étudié ce probleme aux limites associés a conditions
mixtes sur 'intervalle [0, 1] et on a utilisé le principe des opérateurs fortement monotone

pour montrer 'existence de solutions.
En fin, on a étudié I'existence des solutions pour méme équation différentielle. Notre

approche est variationnelle et les solutions sont obtenues comme des minimums ou des

points critiques de type passage du col (mountain pass) d’une certaine fonctionnelle.
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